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MEMOIRE
SUR LA DOUBLE REFRACTION,

Pir M. A. FRESNEL (1).

INTRODUCTION.

HUYGENS, guidé par une hypothese puisée dans lathéorie des
ondes , a reconnu le premier les véritables lois de la double
réfraction des cristaux a un axe. Cette découverte était peut-
étre plus difficile a faire que toutes celles de Newton sur la lu-
miére; et ce qui semble le prouver,c’est qu'ici Newton, apres

(1) Les trois Mémoires dont celui-ci offre la réunion ont été successi-
vement présentés a I'Institut le 26 novembre 1821, le 22 janvier 1822, et
le 22 avril de la méme année. En les réunissant , on a changé 'ordre des
matiéres et fait des suppressions assez considérables; mais on n’a rien
ajouté d'essentiel aux faits nouveaux et aux vues théoriques qu'ils conte-
naient:'on a seulement donné a celles-ci quelques développements néces-
saires & leur intelligence, et I'on a cru utile d'insérer dans ce Mémoire
une démonstration compléte de la direction transversale des vibrations
lumineuses , parce que c'est sur ce principe que repose la théorie de la
polarisation et de la double réfraction : cette démonstration a déja été pu-
bliée dans le Bulletin de la Société philomatique , mois d’octobre 1824.
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d’inutiles efforts pour découvrir la vérité, est tombé dans
I'erreur. En songeant combien le phénomene de la double ré-
fraction devait piquer vivement sa curiosité, on ne peut pas
supposer qu’il y ait donné moins d’attention qu’aux autres
phénomenes de I'optique, et 'on doit étre surpris de lui voir
substituer une regle fausse a la construction aussi exacte
qu'élégante de Huygens, construction qu'il connaissait sans
doute, puisqu'il cite son traité sur la lumiere. Mais, ce qui
parait encore plus inconcevable, c'est que 'exactitude de la
loi d’Huygens ait été méconnue pendant plus de cent ans,
quoiqu’elle fut appuyée des vérifications expérimentales de
ce grand homme, aussi remarquable peut-étre par sa bonne
foi et sa modestie que par sa rare sagacité. Si nous osions
hasarder une explication de ce trait singulier de I'histoire de
la science, nous dirions que les considérations puisées dans
la théorie des ondes qui avaient guidé Huygens, ont fait
supposer peut-étre aux partisans du systeme de I'émission
quil n’avait pu arriver a la vérité par une hypothese erro-
née, et les ont empéchés de lire son traité sur la lumiere avec
l'attention qu’il méritait.

~ Parmi les physiciens modernes, M. Young est le premier
qui ait soupgonné la justesse de la loi d’'Huygens; c’est d’a-
pres son conseil que M. Wollaston I'a vérifiée par des expé-
riences nombreuses et précises. A peine le resultat de ces
experiences €était-il connu en France, que Malus s’est occupé
du méme travail , et a trouvé, comme M. Wollaston, la loi
d’'Huygens parfaitement d’accord en nombres avec toutes
les mesures données par 'observation. M. de Laplace consi-
dérant la double réfraction sous le point de vue du systeme
de I'émission, a fait une application savante du principe de
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la moindre action au calcul de la réfraction extraordinaire.
Il a trouvé qu'on pouvait expliquer la marche des molécules
lumineuses soumises a cette réfraction, en supposant qu’elles
sont repoussées par une force perpendiculaire & I'axe du
cristal, et proportionnelle au carré du sinus de I'angle que
le rayon extraordinaire fait avec cet axe; d'ou il suit que la
différence entre les carrés des vitesses des rayons ordinaire
et extraordinaire est proportionnelle au carré du méme sinus.

Ce résultat n’est que la traduction de la loi d’'Huygens dans
le langage du systeme de I'émission. Les calculs de M. de
Laplace n’ont point éclairci la question théorique; car ils
ne montrent pas pourquoi la force répulsive qui émane de
l'axe varierait comme le carré du sinus de l'inclinaison du
ra/yon extraordinaire sur celui-ci; et il est bien difficile de
justifier cette hypothese pai des considérations mécaniques.

En effet , le méme rayon polarisé subit la réfraction ordi-
naire ou extraordinaire dans un rhomboide de spath calcaire,
selon que son plan de polarisation est parallele ou perpen-
diculaire a la section principale du cristal ; ce seraient donc
les pans latéraux du faisceau ou les faces paralleles des molé-
cules lumineuses dont il se compose qui détermineraient
seules, par la différence de leurs propriétés ou dispositions
physiques, la nature de la réfraction; deux de ces pans res-
sentiraient I'influence répulsive de l'axe, et les deux autres
y seraient insensibles : il faudrait supposer aussi la méme
absence d’action sur les faces antérieures et postérieures des
molécules lumineuses, puisqu’en faisant simplement tourner
le rayon sur lui-méme, et sans changer la direction de ces
dernieres faces ; on le soustrait & l'action répulsive de l'axe.
Mais les faces latérales des molécules lumineuses ne sont pas
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moins exposées a la force répulsive qui émane de laxe
et agit perpendiculairement a sa direction, quand le rayon
est parallele a 'axe que lorsqu’il lui est perpendiculaire; et
I'on ne voit pas pourquoi cette action serait nulle dans le
premier cas, tandis qu'elle atteindrait son maximum dans
le second.

Si, laissant de coté toutes recherches sur la cause méca-
nique de cette loi singuliere, on la considére comme une
conséquence nécessaire des faits dans le systeme de 1'émis-
sion, on est encore embarrassé par d’antres difficultés. Selon
ce systeme , un faisceau de lumiere ordinaire est composé
de molécules dont les plans de polarisation sont tournés dans
tous les azimuts : l'expérience démontre d’ailleurs que Ia
direction du plan de polarisation d’'un rayon incident ne
change pas brusquement au moment ot il pénetre dans le
cristal , mais graduellement et apres quil en a traversé une
épaisseur sensible, beaucoup plus considérable en général
que celle a laquelle on doit borner la sphere d'activité de la
réfraction ordinaire et extraordinaire, ou les limites de la
partie courbe de la trajectoire. Cela posé, dans un faisceau
de lumiere ordinaire, il n'y aura qu'une tres-petite portion
des rayons qui auront leurs plans de polarisation exactement
paralleles ou perpendiculaires 4 la section principale : ceux
de la presque totalité des molécules lumineuses se trouveront
également partagés entre tous les azimuts intermédiaires : or,
si linfluence répulsive de I'axe est nulle sur un rayon pola-
risé parallélement a la section principale; et si elle se fait
sentir avec toute son énergie quand il est polarisé suivant
une direction perpendiculaire, cette force répulsive doit
varier graduellement pour les directions intermédiaires , de-
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puis la premiere, ou elle est nulle, jusqu’a la derniére, out
elle atteint son mazimum. Ainsi , puisque les molécules qui
composent la lumiere directe sont polarisées suivant -une
infinité d’azimuts différents, elles se trouveront soumises &
des forces répulsives qui différeront aussi en intensité; par
conséquent leurs trajectoires & I'entrée du cristal devront
éprouver des inflexions diverses. Pour qu’elles ne fussent pas
sensiblement affectées par les différences d'intensité que la
diversité des plans de polarisation des rayons incidents doit
apporter dans l'intensité de l'action répulsive de I'axe, il fau-
drait que cette action, ainsi que la force réfringente du
milieu, se fissent sentir 4 des profondeurs beaucoup plus
considérables que celle jusqu’ laquelle les molécules lumi-
neuses conservent a peu pres le méme plan de polarisation.
Or, c’est précisément le contraire qui est le plus vraisem-
blable; car 'épaisseur de cristal nécessaire pour changer le
plan de polarisation est trop sensible, surtout dans certains
cas, pour quon puisse admettre que la partie courbe de la
trajectoire de la molécule lumineuse s’étende aussi loin; cette
courbe, et partant la'direction définitive du rayon réfracte,
devront donc varier en raison de I'azimut du plan de polari-
sation du rayon incident. Ainsi, en suivant cette hypothese
dans ses conséquences, on trouverait que lalumiére, au lieu
de se diviser simplement en deux faisceaux, devrait se par-
tager en une foule de rayons distribués suivant toutes les
inclinaisons comprises entre les directions extrémes du fais-
ceau ordinaire et du faisceau extraordinaire. .

La theorie que nous combattons ici, et contre laquelle on
pourrait faire encore beaucoup d’autres cbjections, n’a con-
duit a4 aucune découverte. Les savants calculs de M. de La-

1824. | 7
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place, quelque remarquables qu'ils soient par une élégante
application des.principes de la mécanique, n’ont rien appris
de nouveau sur les lois de la double réfraction. Or, nous ne
pensons pas que les secours qu'on peut tirer d'une bonne
théorie doivent se borner i calculer les forces, quand les lois
des phénomenes sont connues : elle contribuerait trop peu
aux progres de la science. Il est certaines lois si compliquees
ou si singuliéres, que la seule observation aidée de I'analogie
ne pourrait jamais les faire découvrir. Pour deviner ces énig-
mes, il faut étre guidé par des idées théoriques appuyées sur
une hypothese wraie. La théorie des vibrations lumineuses
présente ce caractere et ces avantages précieux; car on lui
doit la découverte des lois de l'optique les plus compliquées
ou les plus difficiles & deviner; tandis que toutes les autres
découvertes trés-nombrenses et tres-importantes sans doute,
qui ont été faites dans cette science par les physiciens parti-
sans du systéme de 'émission, sont bien plutdt le fruit de
leurs observations et de leur sagacité ,a commencer par celles
de Newton, que des conséquences mathématiques déduites
de son systeme (1).

(x) Pai pour les travaux de Newton et de M. de Laplace I'admiration la
plus vive et la plus sincére : maisje n’admire pas également tout ce quils ont
fait , et je ne pense point, par exemple , comme beaucoup de persnnnes,
que l'optique de Newton soit un de ses plus beaux titves de gloire: elle
renferme plusieurs erreurs graves, et les vérités quelle contient étaient
bien moins difficiles 4 trouver que l'explication mécanique des mouvements
célestes. Quelle différence , en effet, entre T'analyse si simple de la lumiere,
et ce coup-d'eeil profond qui fit voir a Newton que la précession des équi-
noxes était occasionnée par laplatissement de la terre! Cest son immortel
ouvrage des principes et la découverte de la méthode des fluxions qui l'ont
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La théorie des vibratipns, qui avait suggére : Huygens
lidée des ondes ellipsoidales, au moyen-desquelles il a si heu-
‘reusement représenté la marche des rayous extraordinaires
dans les cristaux 3 un axe, nous a conduit i la découverte
des véritables lois de la double réfraction dans le cas général
des cristaux & deux axes. Sans.doute une partie importante
de ces lois était déja connue : M. Brewster et M. Biot, par de
nombreuses observatiohs et un habile emploi de I'analogie,
étaient déja parvenus a découvrir la loi de la direction des
plans de polarisation des deux faisceaux et de leur diff€rence
de vitesse; mais ils s’étaient mépris sur leurs vitesses abso-
lues, en-supposant que celle du faisceau ordinaire restait
constante, comme dans les cristaux i .un axe. Les expé-
riences que M. Biot avait faites sur la topaze -pour vérifier
cette hypothese ne lui avaient présenté. aucune différence
sensible dans la réfraction du faisceau nommé ordinaire ;
mais on cesse d’étre surpris que ces variations aient échappé
a l'attention d'un observateur aussi exact; quand on sait
combien elles sont petites dans presque tontes les directions, .
-excepté celles ot elles atteignent. leur mazimum, qui ne
pouvaient étre indiquées - que par la théorie ou.un- heu-
reux hasard. ’

Les eonsidérations mééaniqiles sur. la nature des vibra- -
tions lumineuses, et la constitution des milieux doublement

placé an premier rang des géométres et des physiciens.l\/lais, quelque, grande
que sqit la superlorlte mtellectuelle d’'un homme aussi prodxgleux il n’en
est pas moins quet ase tromper on ne saurait trop le repeter Errare
humanum est. Rien ne serait plus funeste an progres des sciences que la
doctrine de Vinfaillibilité.

7s
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réfringents, que j'ai exposées dang les Annales de chimie et
de physique, tom. XVII, pag. 179 et suivantes, m’avaient
servi a expliquer en méme temps les changements de la ré-
fraction extraordinaire, et la vitesse constante du faisceau
ordinaire dans les cristaux 4 un axe. Je m'apercus bientét
que la raison que je me donnais de 'uniformité de la vitesse
du rayon ordinaire dans les cristaux 4 un axe n'était pas
applicable aux cristaux & deux axes; et en suivant toujours
les mémes idées théoriques, je sentis que dans ceux-ci au-
cun des deux faisceaux ne devait étre soumis aux lois de la
réfraction ordinaire; c'est aussi ce que je vérifiai par l'expé-
rience,, un mois aprés I'avoir annoncé & M. Arago : je ne lui
présentai pas & la vérité ce résultat de mes réflexions comme
une chose certaine, mais comme une conséquence si néces-
saire de mes idées théoriques, que je serais obligé de les
abandonner si l'expérience ne confirmait pas ce caractere
singulier de la double réfraction des cristaux 4 deux axes.

La théorie ne m'annongait pas d’'une manitre vague les
variations de vitesse du rayon ordinaire: elle me donnait le
moyen de déduire leur étendue des éléments de la double
réfraction du cristal, c'est-a-dire de son degré d’énergie et de
Pangle des deux axes. Javais fait d’avance ce calcul pour la
topaze limpide, d'apres les données tirées des observations
de M. Biot: I'expérience s'est accordée, d'une maniére satis-
faisante avec le calcul, ou du moins la différence que j'ai
observée est assez petite pour étre attribuée & quelque inexac-
titude dans les coupes du cristal ou la direction des rayons,
et peut-étre aussi & quelque légere différence de propriétés
optiques entre ma topaze et celles de M. Biot.

Mais avant d’entrer dans le détail de ces expériences, je vais
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ticher d'exposer clairement les raisonnements qui m’y ont
conduit.'Je suivrai dans ce Mémoire la méthode synthétique:
jexposerai d’abord la théorie mécanique de la double réfrac-
tion, et je ferai connaitre ensuite les observations et les cal-
culs qui m’ont servi i la vérifier et qui forment en quelque -
sorte sa démonstration expérimentale.

THEORIE MECANIQUE

DE

s

LLA DOUBLE REFRACTION.

Cette théorie repose sur deux hypotheses, I'une relative a
la nature des vibrations lumineuses, et 'autre a la constitution
des milieux doués de la double réfraction. Selon la premiere,
les vibrations lumineuses, au lieu de s'exécuter dans la di-
rection méme des rayons, comme l'ont supposé générale-
ment les savants qui ont appliqué le systeme des ondes a
l'optique, seraient perpendiculaires aux rayons, ou, plus ri-
goureusement, seraient paralleles a la surface des ondes.
Suivant la seconde hypothese, les molécules vibrantes des
milieux doués de la double réfraction ne présenteraient pas
la méme dépendance mutuelle dans toutes les directions, en
sorte que leurs déplacements relatifs mettraient en jeu des
élasticités différentes selon le sens dans lequel ils s'exécute-
raient. ’ v

Cette seconde supposition n’a rien que de trés-admissible :
elle est plus générale que la supposition contraire, d’apres
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laquelle la dépendance mutuelle des molécules, ou I'élasti-
cité, serait la méme dans tous les sens. Si beaucoup de
corps ne présentent pas les phénomenes qui doivent en ré-
sulter, cela tient sans doute le plus souvent a ce que leurs
groupes moléculaires , tournés dans divers sens, produisent
des effets opposés qui se compensent.

Quant a I'hypothese sur la nature des vibrations lumi-
neuses, elle parait au premier abord beaucoup plus difficile
a admettre, parce qu'on ne voit pas aisément comment des
vibrations transversales peuvent se propager indéfiniment
dans un fluide. Néanmoins, si les faits qui fournissent déja
tant de probabilités pourle systeme des ondes et tant d’objec-
tions contre celui de I'émission, nous obligent a reconnaitre
ce caractere dans les vibrations lumineuses, il est plus sir de
nous en rapporter ici a l'expérience qu'aux notions malheu-
reusement trop incomplétes que les calculs des géometres
nous “ont données jusqu'a présent sur les vibrations des
fluides élastiques. )

Avant de montrer comment on peut concevoir la propa-
gation de ces vibrations transversales dans un fluide €lasti-
que tel que celui qui tramsmet la lumiere , je dois prouver
que leur existence devient une conséquence nécessaire des
faits,, dés qu'on admet le systeme des ondes.

Lorsque nous efimes remarqué , M. Arago et moi, que les
rayons polarisés a angle droit produisent toujours la méme
quiaritité de lumiére par leur réunion, quelle que soit leur dif-
férerite de marche, je pensai qu'on pouvait expliquer aisé-
ment cette loi particuliere de Vinterférence des rayons pola-
risés, en supposant que les vibirations lumineuses , au lieu de
pousser les molécules éthérées parallélement aux rayons, les
faisaient osciller dans des direc tions perpendiculaires , et que
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ces directions se trouvaient rectangulaires pour deux fais-
ceaux polarisés a angle droit. Mais cette supposition était si
contraire aux idées regues sur la nature des vibrations des
fluides élastiques , que je fus long-temps avant de I'adopter
entierement ; et, lors méme que I'ensemble des faits et de nou-
velles réflexions m’eurent persuadé qu'elle était nécessaire a
Iexplication des phénomenes de l'optique, jattendis avant
de la soumettre a 'examen des physiciens, que je me fusse
assuré qu’elle n’était point contraire aux principes de la mé-
canique. M. Young, plus hardi dans ses conjectures, et moins
confiant dans les vues des géometres, I'a publiée avant moi
( quoiqu’il y ait peut-étre pensé plus tard ), et par consé-
quent la priorité lui appartient sur cette idée théorique
comme sur beaucoup d’autres. Ce sont les expériences du
docteur Brewster sur les cristaux a deux axes qui l'ont con-
duit a penser que les vibrations de la lumiere, au lieu de
s'exécuter longitudinalement, dans la direction des rayons,
pourraient bien étre transversales, et semblables aux ondu-
lations d’'une corde indéfinie qu'on agiterait par une.de ses
extrémités; c'est du moins a l'occasion des observations de
M. Brewster qu'il a publié cette hypothese, c'est-a-dire trois
ans apres la découverte des caracteres particuliers de I'inter-
férence des rayons polarisés. En m’appuyant sur la premiere
loi d'interférence de ces rayons, je vais essayer de prouver
que les vibrations lumineuses s'exécutent uniquement dans
une direction parallele 4 la surface des ondes.

Démonstration de Uexistence exclusive des vibrations trans-
versales dans les rayons lumineuz.

C'est en 1816 que nous avons reconnu, M. Arago et moi,
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que deux faisceaux de lumiére polarisés suivant des plans
rectangulaires n’exercent plus I'un sur l'autre aucune in-
fluence, dans les mémes circonstances ou des rayons de lu-
miere ordinaire présentent le phénomeéne des interférences;
tandis que dés que leurs plans de polarisation se rapprochent
un peu, on voit reparaitre les bandes obscures et brillantes
résultant de la rencontre des deux faisceaux, lesquelles de-
viennent d’autant plus marquées que ces plans sont plus
prés de se confondre.

Cette expérience apprend que deux faisceaux polarisés
suivant des plans rectangulaires donnent toujours par leur
réunion la méme intensité de lumiére, quelle que soit la
différence des chemins qu'ils ont parcourus a partir de leur
source commune. Or, de ce fait il résulte nécessairement
que, dans les deux faisceaux, les vibrations des molécules
éthérées s'exécutent perpendiculairement aux rayons et sui-
vant des directions rectangﬁlaires.

Pour le démontrer, je rappellerai d’abord que dans les
oscillations rectilignes produites par un petit dérangement
d’équilibre, la vitesse absolue de la particule vibrante est
proportionnelle au sinus du temps compté de l'origine du
mouvement, la durée d’'une oscillation complete répondant
a une circonférence entiere. Si l'oscillation est curviligoe,
elle pourra toujours se décomposer en deux oscillations
rectilignes perpendiculaires entre elles, auxquelles s’appli-
quera le méme théoreme.

Dans l'onde lumineuse produite par loscillation de la
particule éclairante, les vitesses absolues qui animent les
molécules de I'éther sont proportionnelles aux vitesses cor-
respondantes de la particule éclairante, et par conséquent
aussi au sinus du temps. D’ailleurs, 'espace parcouru par
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chacun des ébranlements élémentaires dont I'onde se com-
pose est proportionnel au temps; et autant cet espace con-
tient de fois la longueur d'ondulation, autant d’oscillations
entieres se sont exécutées depuis le départ de I'ébranlement.
Si donc on représente par = le. rapport de la circonférence
au diametre, par ¢ le temps écoulé depuis l'origine du mou-
vement; si de plus nous appelons » la longueur d’ondula-
tion et x l'espace parcouru par I'ébranlement pour arriver
au point de I'éther que nous considérons; la vitesse absolue
qui anime ce point apres le temps ¢, sera représentée par

. x ’ o . .
asm.z-::(t——i>; a étant ici un coefficient constant pro-

portionnel & I'amplitude des oscillations des molécules éthé-
rées ou a l'intensité de leurs vitesses absolues (1).

Cela posé, considérons un des deux faisceaux interférents.
Quelle que soit la direction de la vitesse absolue de la molé-
cule éthérée, nous pouvons toujours décomposer cette vi-
tesse a chaque instant suivant trois directions rectangulaires
constantes; la premiére sera, par exemple, la direction
méme de la normale 4 'onde, et les deux autres, perpendi-
culaires & celle-ci, seront 'une parallele et la troisieme per-
pendiculaire au plan de polarisation. D'apres le principe
général des petits mouvements, on peut considérer les oscil-
lations exécutées par la molécule éthérée, de quelque nature

(1)On trouvera dans le tome V des Mémoires de I'Académie des Sciences,
page 376 et suivantes, une démonstration de ces formules et une explica-
tion plus détaillée de leur usage. Les lecteurs qui ne seraient pas familia-
risés avec la théorie des ondes lumineuses, pourront en étudier d’abord
les principes élémentaires dans l'article sur la lumiére du Supplément a la
traduction francaise de la cinquiéme édition de la Chimie de Thomson.

1824, ' 8
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qu'elles soient, comme résultant de la combinaison de trois
séries d’oscillations rectilignes dirigées suivant ces trois axes
rectangulaires, oscillations que, pour plus de généralité,
nous supposerons avoir commenceé a des époques différentes.

Appelons ¢ le temps écoulé depuis une époque commune,
et représentons par u, v et w ce quil faut ajouter a ¢ pour
avoir le temps total compté a partir de I'origine du mouve-
ment dans chacun des trois modes de vibrations rectilignes;
alors les vitesses absolues apportées a l'instant que nous
considérons, seront :

<.

. 2 x . Z . X
asm.zw(u+ t"‘i); bsm.z-;:(vﬂ—t——i); csm.z-;:(w+t~—i—>

a, b et ¢ étant les coefficients constants qui expriment l'in-
tensité des vitesses absolues dans chaque systeme d’oscilla-
tion rectiligne.

Considérons maintenant le second faisceau polarisé, et
décomposons ses vitesses absolues suivant les mémes axes
rectangulaires : si nous représentons par x” le chemin qu'il
a parcouru pour arriver au méme point, nous aurons pareil-
lement pour les trois composantes apportées a l'instant 7 :

. x! ;. 4 . x’
a sm.21c<u+t—~i>; O sm.2w<v+t-—~%); c'51n.2,—,<w+ t——_j_)

Ces trois vitesses ayant respectivement les mémes direc-
tions que les précédentes, il suffit de les ajouter pour avoir
leurs résultantes, ce qui donue :

. x . a’
asin. ow <u + l-—;) + a'sin. 2% (u’—!— t—)—> ,

bsin.2x <v +t——;> + b’sin.m:(@'-i— t— ; ) )
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. . ;e , x’
csm.27r<(v+ t-—%>+>c sxn.z-r:(w +t—T>'

Si 'on transforme chacune de ces expressions de maniere
a ce qu'elle ne renferme plus qu'un seul sinus, en suvivant
Ja méthode indiquée dans mon Mémoire sur la diffraction,
tom. V des Mémoires de I Académie des sciences, page 379,
on trouve que le carré du coéfficient constant qui multiplie
ce sinus, est égal pour chacune d’elles respectivement a

r

’ x' —x
a’ + a”+2aa'cos.2w<u——u’+ 5 ),

b* + b+ 2bb’cos.2w<'v—-w’+ x:r> ’

c'+c" +acc'cos. 2x (w—w’+ x,;x)
Or, c'estle carré du coefficient constant des vitesses absolues
qui représente,, dans chaque systéme de vibrations , l'inten-
sité dela lumiére, toujours proportionnelle 4 la somme des
forces vives; et comme ces vitesses sont rectangulaires, il
suffit d’ajouter les trois carrés ci-dessus pour avoir la somme
totale des forces vives résultant des trois systémes de vibra-
tions, c'est-a-dire l'intensiteé de la lumiere totale.

L'expérience démontre que cette intensité reste constante,
quelques variations qu'éprouve la différence z'—x des che-
mins parcourus, quand les deux faisceaux interférents ont
leurs plans de polarisation perpendiculaires entre eux. Ainsi,
dans ce cas, la somme des trois expressions ci-dessus reste
la méme pour toutes les valeurs de z'—=z. Il faut donc
gu'on ait

8.
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a’+ b +c +-a” +6”+c’2+2aa’cos.2w<u—-u’+ z ;x>+
r__ r__.
2bb'COS.2ﬂ‘<’U-——’U,+x N x)+2CC'COS.2w<(V——W'+x 7\“”)-_—_(3,

équation dans laquelle il n'y a de variable que z'—=. Or,
cette équation devant étre satisfaite, quelle que soit la valeur
de 2'—z, il est clair que tous les termes qui contiennent
2'—a doivent disparaitre, puisque sans cela on tirerait de
I'équation des valeurs particulieres pour x'—z. Par consé-
quent, 'on a

aa'=o0; bb'=o0; cc'=o.

Les deux faisceaux polarisés qui interférent ne different
que par les azimuts de leurs plaus de polarisation; c'est-a-
dire que sil'on fait tourner I'un d’eux autour de son axe,
de maniere que son plan de polarisation soit parallele a celui
de lautre, ces deux faisceaux lumineux présenteront dans
tous les sens exactement les mémes proprietés; ils se réflé-
chiront et se réfracteront de la méme maniére et dans les
mémes proportions sous les mémes incidences. 1l faut done
admettre que si I'un n’a pas de mouvements vibratoires per-
pendiculaires aux ondes, 'autre n’en a pas non plus. Or a et
a' sont les coefficients constants des vitesses absolues nor-
males aux ondes, dans ces deux faisceaux; et puisque
aa’=o0, ce qui exige qu’on ait au moins a==o0 ou a'=o, on .
doit en conclure que a et &' sont tous les deux égaux a zéro.
II ne peut donc y avoir dans la lumicre polarisée que des
mouvements vibratoires paralleles a la surface des ondes.

* Considérons maintenant les deux autres équations 6b'=o
et cc'=o, qui contiennent les coefficients constants des
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vitesses perpendiculaires aux rayons, ou-plus généralement
paralleles aux ondes: b est, pour le premier faisceau lumi-
neux, la composante parallele a son plan de polarisation, et
c celle qui lui est perpendiculaire; tandis que pour le second,
b' étant parallele a b, est perpendiculaire au plan de polari-
sation, et ¢ lui est parallele ; ainsi &' et ¢’ sont respective-
ment pour le second faisceau ce que ¢ et & sont pour le pre-
mier. Par conséquent, d’aprés la remarque que nous venons
de faire sur la similitude parfaite entre les propriétés des
deux faisceaux interférents, si dans le premier é=—o, dans
le second ¢’ sera nul, ou si c'est la composante ¢ qui est
nulle dans le premier, b’ dans le second sera egal a zéro.
Ainsi, I'on doit conclure des deux équations ci-dessus :

b=oetc'=o0, ou c=o et b'=o;

cest-a-dire qu’il n’y a dans chacun des deux faisceaux que
des vibrations paralleles ou perpendiculaires 3 son plan de
polarisation. _

Lorsque nous aurons exposé les causes mécaniques de la
double réfraction, nous montrerons que ces vibrations sont
perpendiculaires a la section principale, dans le faisceau or-
dinaire, cest-a-dire au plan qu'on est convenu d’appeler
plan de polarisation.

Ayant démontré que dans la lumiere polarisée les molé-
cules éthérées ne peuvent avoir aucun mouvement vibratoire
normal aux ondes, nous devons supposer que ce mode de
vibration n'existe pas davantage dans la lumiére ordinaire.
En effet, quand un faisceau de lumiere ordinaire tombant
perpendiculairement sur un cristal doué de la double réfrac-

. tion, est divisé en deux faisceaux polarisés, ils ne contien-
nent plus de vibrations normales aux ondes. S'il y en avait

»
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et dans la lumiere incidente, elles auraient done été détrui-
tes; d’'ou serait résulté une diminution des forces vives, ct
par conséquent, un affaiblissement de la lumiere; ce qui
serait contraire a 'observation ; car, lorsque le cristal est par-
faitement diaphane, les deux faisceaux émergents réunis
reproduisent une lumiere égale a celle du faisceau incident,
si on leur ajoute la petite quantité de lumiere réfléchie sur
les faces du cristal. Or, on ne peut pas supposer que cest
dans cette petite quantité de lumiere que se sont réfugides
les vibrations normales aux ondes, puisqu’en la faisant
passer a travers le cristal on la transformerait aussi presque
entierement en deux faisceaux polarisés, ou l'on est certain
que ce genre de vibrations n'existe pas. Il est donc naturel
de supposer que la lumiere ordinaire ne renferme aussi que
des vibrations paralleles aux ondes, et de la considérer
-comme 'assemblage et la succession rapide d'une foule de
systemes d'ondes polarisées dans tous les azimuts. D’apres
cette théorie,l'acte de la polarisation ne consiste pas dans la
création des vibrations transversales, mais dans la décompo-
sition de ces vibrations suivant deux directions rectangu-
laires fixes, et dans la séparation des rayons résultant de
cette décomposition.

Explication théorique des lois dinterférence des rayons
polarisés.

D’apres ce que nous venons de dire sur la nature des
vibrations des rayons polarisés, il est clair qu'ils ne peuvent
présenter des phénomenes d'interférences qu'autant que leurs
plans de polarisation sont paralleles ou s’approchent du paral-
lélisme. Quand ces plans sont perpendiculaires , les vitesses
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absolues des molécules éthérées le sont aussi; si donc, en
chaque point de la direction commune des deux rayons, on
veut avoir la résultante des deux vitesses qu’ils impriment a
la molécule éthérée, il faudra faire la somme des carrés des
deux vitesses; ce sera le carré de la résultante : le méme
calcul s'appliquera a tous les points des deux systemes d’on-
des, quelle que soit d'ailleurs leur différence de marche;
ainsi la somme des carrés des vitesses absolues imprimées
aux molécules éthérées par la réunion des deux systemes
d’'ondes, sera toujours égale & la somme des carrés des
vitesses absolues apportées par l'un et l'antre rayon lumi-
neux, ou, en d’autres termes, l'intensité de la lumiere totale
sera toujours égale 4 la somme des intensités des deux
rayons interférents, quelle que soit leur différence de mar-
che. Les variations de cette différence ne pourront donc pas
produire les alternatives d'éclat et d’obscurité gu’on remarque
dans lalumiere ordinaire ou dansles rayons polarisés suivant
des directions paralleles. Onvoit avec quelle facilité notre hy-
pothese explique la premiére loi de l'interférence des rayons
polarisés ; et cela devait étre, puisque c'est de cette loi méme
que nous 'avons déduite. '

Nous pouvons la regarder comme suffisamment éetablie
par la démonstration que nous venons d’en donner; mais il
ne sera pas inutile de montrer que la méme hypothese s'ac-
corde tout aussi bien avec les autres lois de linterférence
des rayons polarisés , qui en deviennent des conséquences
immeédiates. Ces développements théoriques sur les proprictés
de la lumiere polarisée ne paraitront- pas déplacés dans un
Fssai sur la double réfraction, et trouveront d’ailleurs leur
application dans les Mémoires que nous nous proposons de
publier ensuite touchant la coloration des lames cristallisées.
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Lersque les faisceaux lumineux qui interferent ont leurs
plans de polarisation paralitles, leurs mouvements vibra-
toires ont la méme direction, et en conséquence, s'ajoutent
tout le long des rayons, quand la différence de marche est
nulle ou égale 4 un nombre pair de demi-ondulations, et se
retranchent 'un deI'autre quand elle en contient un nombre
impair. En général, pour avoir dans ce cas l'intensité de la
lumiere résultant du concours des divers systemes d’ondes,
on pourra employer les formules déja citées de mon Mémoire
sur la diffraction, qui ont ét€ calculées dans I'’hypothese que
les vibrations des rayons interferents s'exécutaient suivant
une direction commune.

J’arrive maintenant au troisieme principe de l'interférence
des rayons polarisés. Lorsque deux parties d'un faisceau
lumineux qui avaient d’abord méme plan de polarisation
PP', regoivent une polarisation nouvelle dans deux plans
différents OO’ et EE’, et se trouvent ensuite ramenées a un
plan commun de polarisation S§" ou TT", leur accord ou
leur discordance répondent précisément i la différence des
chemins parcourus, quand les deux plans de polarisation
OC et E'C partis de la direction primitive CP, apres s'étre
écartés I'un de l'autre, se rapprochent ensuite par un mou-
vement contraire pour se réunir en GCS; mais lorsque les
deux plans CO et CE’ continuent de s’éloigner jusqua ce
qu'ils se soient placés sur le prolongement I'un de l'autre,
en CT et CT’ par exemple, il ne suffit plus de tenir compte
de la différence des chemins parcourus, il faut en outre
chaunger les signes des vitesses absolues d'un des faisceaux
interférents, en affectant d'un signe contraire leur coeffi-
cient constant, ou, ce qui revient au méme, ajouter une
demi-ondulation a la différence des chemins parcourus,



SUR LA DOUBLE REFRACTION. 65

I1 est facile de sentir la raison de cette regle. Pour ne pas
compliquer la figure, nous supposerons que les lignes qui y
sont tracées, au lieu de représenter les plans de polarisation,
indiquent la direction des vibrations lumineuses qui leur
sont perpendiculaires ; ¢’est comme si nous avions fait tourner
la figure d'un quart de circonférence autour de son centre C;
cela ne change rien aux positions relatives des plans de po-
larisation. Considérons, en un point quelconque du rayon
lumineux projeté en C, la vitesse absolue qui anime les mo-
lécules éthérées a un instant déterminé dans le faisceau
primitif, dont les vibrations s’exécutent suivant PP’; et sup-
posons qu’a cet instant la molécule G soit poussée de C vers
P, clest-i-dire que la vitesse absolue agisse dans le sens CP:
ses composantes suivant GO et CE’agiront, 'une dansle sens
CO et l'autre dans le sens CE'. Or, d’apres le principe gé-
néral des petits mouvements, ces composantes sont les vi-
tesses absolues dans les deux syst'emes d’ondes qui résultent
de la décomposition du premier. Si 'on suppose OO’ et EE’

_rectangulaires, comme cela a lieu. .pour les directions des vi-
brations ordinaires et extraordinaires dans un cristal doué
de la double réfraction, la composante CO sera égalea la pre-
miére vitesse absolue multiplide par cos. , et la composante
CE'’ ala méme vitesse multipliée par sin. . On est ainsi con-
duit & une explication bien simple de la loi de Malus sur les
intensités relatives des images ordinaire et extraordinaire, en
passant des vitesses absolues aux forces vives, qui sont pro-
portionnelles a leurs carrés cos.?z et sin.>s.

Mais revenons aux composantes CO et CE'. Si on les dé-
compose chacune en deux autres suivant les directions SS' et
TT’, il en résultera pour la premiere CO, deux vitesses

1824. 9
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agissant dans les sens CS et CT, et pour la seconde CE', deux
composantes agissant dans les sens CS et CT'. On voit que
dans le plan SS’, les deux composantes définitives agissent
dans le méme sens et s'ajoutent; tandis qu'elles agissent en
sens opposés dans le plan TT' et doivent étre, en consé-
quence, affectées de signes contraires; ce qui justifie la regle
(ue nous avions énoncée. Car ce que nous venons de dire
sapplique également & tous les points pris sur le rayon pro-
jeté en G, et par conséquent au coefficient constant qui mul-
tiplie toutes les vitesses absolues de chaque systeme d’ondes.
Cette loi, dont I'énoncé a pu paraitre compliqué au premier
abord, n'est au fond, comme on voit, quune conséquence
tres-simple de la décomposition des forces (1).

Les principes de I'interférence des rayons polarisés que
nous venons d’établir suffisent pour l'explication et le calcul

(1) Je crois inutile de donner ici I'explication de la quatriéme loi de l'in-
terférence des rayons polarisés, qui est une coriséquencs de celle-ci, comme
je I'ai montré dans la note jointe au rapport de M. Arago, page 104 du
tome XVII des dnnales de chimie et de physique : cette loi consiste en ce
que les rayons qui ont €té polarisés a angle droit et sont ramenés ensuite &
un méme plan de polarisation , ne peuvent présenter des phénoménes d'in-
terférence qu'autant que le faisceau primitif a recu une polarisation préa-
lable. Ce n'est pas qu'ils n’exercent nécessairement une influence mutuelle
les uns sur les autres dés qu'une fois leurs mouvements vibratoires sont
ramenés a une direction commune; mais la lumiére qui n'a recu aucune
polarisation préalable , et qu'on peut considérer comme la réunion d'une
infinité de systémes d'ondes polarisés dans tous les sens, lorsqu’on I'analyse
avec un rhomboide de spath calcaire aprés son passage au travers d’une
lame cristallisée , produit a-la-fois dans chacune des deux images des effets
opposés qui se masquent mutuellement, ainsi qu'il est aisé de le conclure
de la loi que nous venons d'expliquer,



SUR LA DOUBLE REFRACTION. 67

de tous les phénomenes de coloration des lames cristallisées.
Nous pourrions donc borner ici le développement de ces
considérations, dont l'objet spécial était de donner la dé-
monstration théorique des regles sur lesquelles repose le
calcul des teintes des lames cristallisées. Nous pensons
néanmoins qu’il ne sera pas inutile de montrer ici quelques-
unes des conséquences les plus simples de ces principes.
Je suppose qu'un faisceau de rayons polarisés tombe per-
pendiculairement sur une lame cristallisée située dans le
plan de la figure. Soit toujours PP’ la direction parallelement
4 laquelle s’exécutent les vibrations du faisceau incident;
soient OO’ et EE’ celles des vibrations des faisceaux ordi-
naire et extraordinaire en lesquels il se divise apres avoir
pénétré dans le cristal. Supposons que cette lame cristallisée
soit assez mince pour quil n'y ait pas de différence de
marche sensible entre les deux faisceaux émergents, -ou
qu'elle ait une épaisseur telle que la différence de marche
contienne un nombre entier d’ondulations, ce qui revient
au méme: tous les points pris sur le rayon projeté en C,
par exemple, seront sollicités simultanément dans les deux
systemes d’ondes par des vitesses qui répondront aux mémes
époques du mouvement oscillatoire; elles auront donc en
chaque point du rayon le méme rapport d'intensité, celui des
coefficients constants des vitesses absolues des deux systemes
d’ondes; par conséquent , leurs resultantes seront paralleles,
et se projetteront toutes suivant PP’, puisque ces compo-
santes seront toutes deux a deux dans le rapport de cos.za.
sin. Z. Ainsi la lumiere provenant de la réunion des deux fais-
ceaux émergents sera encore polarisée, puisque toutes ses vi-
brations s'exécuteront dans des directions paralléles, et son

9.
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plan de polarisation sera le méme que celui du faiscean inci-
dent.

Supposons maintenant que la différence de marche des fais-
ceaux ordinaire et extraordinaire, au sortir du cristal, soit
d’une demi-ondulation ou d’'un nombre impair de demi-on-
dulations; c’est comme si, la différence de marche étant
nulle, on changeait de signe toutes les vitesses absolues d’'un
des deux systemes d'ondes; ainsi, la vitesse qui sollicite la
molécule C & un certain instant, dans le premier faisceau, la
poussant de C vers O, par exemple, celle qui est appe: e
par le second faisceau, au lieu de pousser cette molécule de C
vers E', comme dans le cas précédent, la poussera de C vers
E; en sorte que la résultante de ces deux impulsions, au lieu
d’étre dirigée suivant CP, le sera suivant une ligne située de
l'autre coté de CO et faisant avec celle-ci un angle égal a
I'angle ¢ compris entre CO et CP. Il en sera de méme pour
tous les autres points pris le long du rayon projeté en C.
Ainsi, la lumiére totale composée des deux faisceaux émer-
gents sera encore polarisée en sortant du cristal , puisque
toutes ses vibrations seront paralleles a une direction con-
stante ; mais son plan de polarisation, au lieu de coincider
avec le plan primitif, comme dans le cas précédent, s'en
trouvera €loigné d’'un angle égal a4 2 i. Cest cette nouvelle
direction du plan de polarisation que M. Biot a appelée -
zimut 2 1.

On voit avec quelle simplicité la théorie que nous venons
d’exposer explique comment la réunion de deux faisceanx
de lumiere polarisée a angle droit, I'un parallelement, 'autre
perpendiculairement & la section principale du cristal, for-
ment par leur réunion une lumiere polarisée dans le plan
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primitif ou dans 'azimut 27, selon que la différence de marche
entre les deux faisceaux est égale & un nombre pair ou im-
pair de demi-ondulations. Nous n’imaginons pas comment
on pourrait concevoir dans le systeme de 'émission ce phé-
nomene remarquable, quon ne saurait cependant revoquer
en doute, lorsqu'il a été mis en évidence par une expérience
aussi dec151ve que celle des deux rhomboides, rapportée
dans le tome XVII des Annales de chimie et de physique,
page 94 et suivantes.

Considérons maintenant le cas ou la différence de marche
n'est plus un nombre entier de demi-ondulations; alors les
vitesses correspondantes dans les deux systemes d’ondes ne
sont plus appliquées simultanément aux mémes points du
rayon projeté en G; il en résulte que les deux forces qui sol-
licitent chacun de ces points au méme instant, n’ont pas le
méme rapport de grandeur tout le long du rayon, et con-
séquemment que leurs résultantes ne sont plus dirigées sui-
vant un méme plan : alors la réunion des deux systemes
d'ondes ne présente plus les caracteres de la lumiere polari-
scée. Appelons a leur différence de marche; les coefficients
constants de leurs vitesses absolues sont respectivement
égdux a cos. £ et sin. 7, en prenant pour unité celui du faisceaun
primitif, dont les vibrations s'exécutent parallelement & PP’.
Ainsi, les vitesses absolues apportées par les deux faisceaux
composants au méme point du rayon projet¢ en C, a l'in-
stant ¢, seront cos.i.sin.2x(¢), et sin.usin.2x (t—;); et
le carré de la résultante de ces deux forces rectangulaires

sera égal a

€0S. 1.81N.* 21 £+4-SIn.*£. sin. 27:(t—-— )
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Cette formule peut donner aussi les écarts de la molécule
vibrante relativement a sa position d’équilibre , en changeant
le temps ¢ d’'un quart de circonférence, ou le point de dé-
part commun d’'un quart d’ondulation; car ces écarts suivent
la méme loi que les vitesses, avec cette seule différence que
la vitesse est nulle au moment o la molécule s¢ trouve le
plus loin de sa position d’équilibre, et que l'instant ou elle
passe par cette position est celui du maximum de sa vitesse.

Par la méme raison, les €carts de la molécule vibrante
mesurés parallelement aux directions rectangulaires OO’ et
EE’, sont proportionnels aux expressions

. . . a
€o0S.2.cos.2nt, et SlH.l.COS.?.‘n‘(t—-—i)-

Si P'on veut calculer la courbe décrite par la molécule en
la rapportant a des coordonnées paralleles 8 OO’ et EE’,
il suffit d’ecrire

. . . a
€08.2.C08. 2w ==&, €t SIn.z.Cos. 21:(1?-——7\) =Y,
et d’éliminer ¢ entre ces deux équations, ce qui donne :

2SN i+ y?. €087 {— 22 ). 8iN. £.COS.Z . COS. e =
A

sin.*z.cos.’z.sin.* 3{—“;
équation d'une courbe du second degré rapportée 4 son
centre. Sans discuter cette équation, on est certain d’avance
que la courbe ne peut étre qu'une ellipse, puisque les ex-
cursions de la molécule dans le sens des et des y ont pour
limites les constantes sin. ¢ et cos. z.

Cette courbe devient un cercle lorsque  étant égal a 45°,
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a contient un nombre impair de quarts d’ondulation, ou en
d’autres termes , lorsque les deux systémes d’ondes polarisés
a angle droit, sont de méme intensité et different dans leur
marche d'un nombre impair de quarts d’ondulation : on a
alors
sin.z==cos. i—_:l/g,cos,_zw;:o, et sin.zw?\_—_: 1;
ce qui réduit 'équation ci-dessus a
N
X yi=.

Il était facile d’arriver a4 la méme conséquence sans le se-
cours de I'équation générale, en faisant attention que, puis-
que dans ce cas particulier

~

< . a .
§in.z——cos.z, et COS.2w<t——i>=81n.2w.t,

, . . . a
les deux coordonnées cos.i.cos.2x ¢, etsin.z .cos.2w(t——),

sont toujours proportionnelles au sinus et au cosinus du méme
angle variable 2x¢.

Une autre particularité remarquable du mouvement oscil-
latoire dans le méme cas, c’est que la vitesse de la molécule
est uniforme. En effet, la formule (A), qui exprime le carré
de cette vitesse , devient,

isin’ont++cos’2ant, ou +

Ce mouvement circulaire uniforme a lieu dans le méme sens
pour toutes les molécules situées le long du rayon projeté
en C; mais elles n'occupent pas au méme instant les points
correspondants des circonférences qu'elles décrivent; cest-
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a-dire que les molécules qui, dans leur état de repos, se
trouvaient sur la droite projetée en C\, au lieu de rester sur
unedroite parallele a celle-ci et qui décrirait autour d’elle un
cylindre a base circulaire,, forment une hélice dont le rayon
est celui des petits cercles décrits par les molécules vibrantes,
et dont le pas est égal & la longueur d’ondulation. Si I'on fait
tourner cette helice autour de son axe d’'un mouvement uni-
forme, de maniére quelle décrive une circonférence dans
l'intervalle de temps pendant lequel s'accomplit une ondu-
lation lumineuse, et que l'on congoive en outre que, dans
chaque tranche infiniment mince perpendiculaire aux rayons,
toutes les molécules exécutent les mémes mouvements que
le point correspondant de I'hélice et conservent les mémes
situations respectives, on aura une idée juste du genre de
vibration lumineuse que jai proposé de nommer polarisation
circulaire, en appelant polarisation rectiligne celle qui a été
remarquée pourla premiere fois par Huygens dans la double
réfraction du spath d’Islande, et que Malus a reproduite par
la simple réflexion sur la surface des corps transparents.

Ces vibrations circulaires s'exécutent tantot de droite a
gauche et tantét de gauche a droite, selon que le plan de
polarisation du systeme d'ondes en avant est a droite ou a
gauche de celui du systeme d’ondes en arriere, la différence
de marche étant égale a un quart d'ondulation ou a un nom-
bre entier d’'ondulations plus un quart; c'est l'inverse quand
elle est de trois quarts d'ondulation, ou d’'un nombre entier
d’'ondulations plus trois quarts.

Il est certains milieux réfringents, tels quele cristal deroche,
dans la direction de son axe, les essences de térebenthine,
de citron, etc., qui ont la propri¢té de ne pas transmettre

»
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avec la méme vitesse les vibrations circulaires de droite a
gauche et celles de gauche a droite. On concoit que cela
peut résulter d'une constitution particuliere du milieu ré-
fringent ou de ses molécules intégrantes, qui établit une
" différence entre le sens de droite & gauche et celui de gauche
a droite; tel serait, par exemple, un arrangement héligoidal
des molécules du milieu, qui offrirait des propriétés inverses
selon que ces helices seraient dextrorsum ou sinistrorsum.
La définition mécanique que nous venons de donner de
la“polarisation circulaire fait concevoir comment peut avoir
lieu la double réfraction singuliere que le cristal de roche
présente dans le sens de son axe; c’est que l'arrangement
des molécules de ce cristal n'est pas le méme apparemment
de droite a gauche et de gauche a droite; en sorte que le
faisceau lumineux dont les vibrations circulaires s'exécutent
de droite 4 gauche ,met en jeu une élasticité ou force de pro-
pagation un peu différente de celle qui est excitée par l'autre
faisceau, dont les vibrations s’exécutent de gauche adroite.
Voila le principal avantage théorique qu'on peut retirer
des considérations géométriques que nous venons d’exposer
sur les vibrations circulaires de la lumiere résultant de la
combinaison de vibrations rectilignes. Mais, dans le calcul
des phénomenes que présente la lumiére polarisée rectili-
gnement ou circulairement apres avoir traversé les milieux
qui la modifient, il est inutile de chercher, par exemple,
quelles sont les vibrations curvilignes résultant de la réunion
des deux systemes d'ondes qui sortent d’'une lame cristallisée :
on est obligé au contraire de déco'mposer en mouvements rec:
tilignes les vibrations circulaires des deux systémes d’ondes
sortant d'une plaque de cristal de roche perpendiculaire &
1824. Io
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l'axe, quand on veut connaitre les intensités des images or-
dinaire et extraordinaire que produit cette lumiére émer-
gente a travers un rhomboide de spath calcaire. Les calculs
des intensités des images ordinaire et extraordinaire, pour
une lumiére homogene, ou celui des teintes développées par
la lumiere blanche polarisée, ramenent toujours i la consi-
dération des vibrations rectilignes et 4 l'emploi des formules
d’'interférences qui s’y rapportent.

En indiquant la cause mécanique de la double réfraction
toute particuliere que le cristal de roche exerce sur la lu-
miere suivant son axe, nous nous sommes écarté de I'objet
de ce mémoire, ou nous traiterons seulement le cas dans
lequel les particules du milieu vibrant ont leurs faces homo-
logues paralleles, et présentent ainsi le méme arrangement
moléculaire de droite a4 gauche et de gauche & droite. Nous
espérons que le lecteur nous pardonnera cette digression sur
la polarisation circulaire, a laquelle nous conduisait naturel-
lement ce que nous venions de dire sur la polarisation rec-
tiligne. Il est d’ailleurs utile de se familiariser avec ces di-
vers modes de vibrations lumineuses qu'on retrouve tous
dans la double réfraction la plus simple, telle que celle des
cristaux & un axe, dés qu'au lieu de séparer par la pensée les
ondes ordinaires des ondes extraordinaires, on considere
Ieffet complexe qui résulte de leur existence simultanée.

Apres avoir prouvé que la direction transversale des vibra-
tions lumineuses est une conséquence nécessaire de I'absence
des phénomenes ordinaires d'interférence dans la réunion
des rayons polarisés a angle droit , il faut montrer que cette
hypothése établie par les faits, dans le systeme des ondes
n'est point contraire aux principes de la mécamque, et
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expliquer commentde pareilles vibrations peuvent se propager
dans un fluide élastique.

Possibilité de la progagation des wvibrations transversales
dans un fluide élastique.

Tous les physiciens congoivent un fluide élastique comme
lassemblage de molécules ou points materiels séparés par
des intervalles tres-grands relativement aux dimensions de
ces molécules, ainsi maintenues a distance par des forces ré-
pulsives qui font équilibre a d’autres forces contraires résul-
tant de l'attraction mutuelle des molécules ou d’'une compres-
sion exercée sur le fluide. Cela posé, pour fixer les idées,
imaginons l'arrangement régulier de molécules représenté
par la figure 2, et considérons le cas d'une onde plane et
indéfinie dont la surface serait parallele au plan projeté sui-
vant AB. Sila partie du milieu supérieure a ce plan a éprouvé
un petit déplacement parallele a la file de molécules AMB,
ces molécules se trouveront sollicitées a prendre un mouve-
ment semblable. En effet, considérons une d’elles en parti-
lier, la molécule M, par exemple, et examinons quel chan-
gement s'est opéré dans les actions exercées sur elle par la
partie supérieure du milieu. Et d'abord, je remarque qu'elles
seront les mémes que si c’était la molécule M qui se firt dé-
- placée de la méme quantité et dans la méme direction, la
partie supérieure du milieu étant restée immobile. Je sup-
pose donc que M se soit déplacée dans la direction AB d’une
tres-petite quantité Mm. Les molécules E et F, par exemple,
situées a égale distance de M et de la perpendiculaire MG,
élevée sur AB, agissaient également sur la molécule M dans
le sens MA et dans le sens MB, avant son déplacement; cest-

: 10.
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a-dire que les composantes de leurs actions suivant AB se
détruisaient mutuellement, tandis que les composantes per-
pendiculaires s'ajoutaient, mais €taient balancées par les ac-
tions contraires des molécules E’ et F’, situées au-dessous de
AB. Lorsque le point matériel M est transporté en m, les
composantes paralleles & AB des deux actions exercées sur
lui par les molécules E et F, ne sont plus généralement égales
entre elles, et les petits changements qu’elles ont éprouvés,
ou leurs différentielles, agissent dans le méme sens, et ten-
dent & ramener le point m dans sa position primitive M, si
c’était celle d’un équilibre stable.

En effet, représentons par ¢(7) 'action qu’exerce une mo-
lécule située a une distance r, telle que les molécules E et ¥.
Prenons M pour origine des coordonnées, et les droites AB et
MG pour axes des z et des y : représentons par x et y les
coordonnées du point F; celles de E seront y et «. Les dis-
tances EM et FM, ou r, sont égales a .z  y*, et par con-
séquent les forces qui agissent suivant FM et suivani EM
sont l'une et 'autre représentées par ¢(L"z* 4 »°). De plus,

le sinus de 'angle FMB est égal a VJT et son cosinus a
y

T

% __

Vg

suivant FM sont, parallelement aux x,—‘—/——?——._T;.@O/x_—a ),
x J

; donc les deux deux composantes de la force dirigée

ou, x{(z*+y*), et parallelement aux y,-‘—/i;_fi;;:.cp(‘/x’+f),

ou, y¢(z*+y*, sil'on adopte pour le sens positif des forces
paralleles aux axes des coordonnées celui dans lequel agit
chacune de ces deux composantes. De méme, les composantes
de l'action exercée par la molécule E sont respectivement
—ax{(z* +y7), et yU(2* +y°); cest-a-dire, qu'elles ne diffe-
rent des premieres que par le signe de z. Maintenant, pour
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calculer les petites quantités dont ces composantes ont changé
par le déplacement du point M, il faut différentier leurs
expressions relativement a x; on trouve ainsi, pour les dif-
férentielles des composantes de la force FM :

parallelement aux . . ... [$(2+y) + 227 (2" +y7)]dx;
parallelement aux y..... 2xyy (2 +y*)dx.

L'expression de la force EM ne différant de celle de la force
FM que par le signe de x, on peut obtenir immédiatement
les variations de ses composantes en changeant simplement
le signe de x dans les deux expressions ci-dessus, sans
changer, bien entendu, celui du petit déplacement dz, qui
a lieu dans le méme sens pour les deux forces. Or, on voit a
la seule inspection des formules, que la différentielle de la
composante parallele aux z conservera le méme signe et
s'ajoutera par conséquent a celle de la force FM, tandis que
la différentielle de la composante parallele aux y se retran-
chera de la variation correspondante de l'autre force, et la
détruira. Il résulte donc du petit déplacement du point
M, suivant AB, une force parallele a la méme direction, et
qui tend a4 ramener ce point vers sa position d’équilibre. Par
conséquent , si le point M restant fixe, on déplace un peu la
partie supérieure du milieu parallellement & AB (ce qui re-
vient au méme), le point M sera poussé suivant la direction
AB, ainsi que toutes les autres molécules de cette tranche:
elle sera donc sollicitée dans toute son étendue a glisser sui-
vant son plan AB. Par le déplacement de cette tranche, le
méme effet sera produit successivement sur les tranches pa-
ralleles A'B’, A"B", etc.; et c'est ainsi que les vibrations trans-
versales de l'onde incidente pourront se transmettre dans

toute I'étendue du milieu.
/
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La force qui pousse le point M, suivant AB, par suite du
déplacement de la tranche E et des tranches supérieures
glissant dans leurs plans, est due a ce que leurs éléments
matériels ne sont pas contigus; s'ils I'étaient, chaque point
M de la tranche AB resterait indifférent au simple glissement
des tranches supérieures, qui n’apporterait alors aucun chan-
gement dans l'action qu’elles exercent sur ce point. Mais si
le déplacement de ces tranches avait lieu dans la direction
perpendiculaire GM, il est clair que la contiguité des élé-
ments de chacune d’elles n’empécherait pas que la force avec
laquelle ils tendent a repousser chaque point de AB n’aug-
mentat a4 mesure que la distance diminuerait. Ainsi, dans
cette supposition , la résistance que les tranches opposeraient
a leur rapprochement serait infiniment plus grande que la
force nécessaire pour faire glisser une tranche indéfinie.

Sans aller jusqu'a cette limite, qui n’est pas sans doute
dans la nature, on peut supposer que la résistance de I'éther
ala compression est beaucoup plus grande que la force qu'il
oppose aux petits déplacements de ces tranches suivant leurs
plans; or, 4 l'aide de cette hypothese, il est possible de con-
cevoir comment les molécules de I'éther n'auraient d'oscilla-
tions sensibles que parallellement a la surface des ondes
lumineuses.

Comment il peut se faire que les molécules de Uéther n’éprou-
vent point dagitation sensible dans la direction de la
normale ¢ l'onde.

En effet, la resistance & la compression étant bien plus
grande que 'autre force €lastique qui est mise en jeu par le
simple glissement des tranches, 'onde produite par la pre-
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miere s’étendra beaucoup plus loin que celle qui résultera
de la seconde, pendant la méme oscillation de la particule
éclairante dont les vibrations agitent I'éther; ainsi, lors
méme que les petits mouvements des molécules de ce fluide
s'exécuteraient de maniere que leurs forces vives se parta-
geassent également entre les deux modes de vibration, les
forces vives comprises dans 'onde condensante ou dilatante
se trouvant distribuées sur une bien plus grande étendue du
fluide que celles de l'autre onde, les oscillations paralleles
aux rayons auraient bien moins d’amplitude que les oscilla-
tions perpendiculaires, et par conséquent ne pourraient im-
primer au nerf optique que des vibrations beaucoup plus
petites; car 'amplitude de ses vibrations ne peut pas excéder
celle des vibrations de I'éther qui le baigne. Or, il est naturel
de supposer que l'intensité de la sensation dépend de I'am-
plitude des vibrations du nerf optique, et qu'ainsi la sensa-
tion de lumiere résultant des vibrations normales aux ondes
serait sensiblement nulle relativement a celle qui serait pro-
duite par les vibrations paralléles a leur surface.

D'ailleurs on peut concevoir que pendant Voscillation de
la molécule éclairante, I'équilibre de tension se rétablisse si
promptement entre la partie de I'éther dont elle se rapproche
et celle dont elle s'éloigne, qu'il n’y ait jamais ni condensa-
tion ni dilatation sensible, et que le déplacement des molé-
cules éthérées qui I'environnent se réduise 4 un mouvement
circulaire oscillatoire qui les porte sur la surface sphérique
de I'onde, du point dont la molécule eclalrante se rapproche
vers celui dont elle s'éloigne.

Je crois avoir suffisamment démontré qu'il n’y a point
d’absurdité mécanique dans la définition des vibrations lu-
mineuses que les propriétés des rayons polarisés m’ont forcé
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d’adopter, et qui m'a fait découvrir les véritables lois de la
double refraction. Si les équations du mouvement des fluides
imagin€ées par les géometres ne peuvent pas se concilier
avec cette hypothese, c’est qu'elles reposent sur une abstrac-
tion mathématique, la contiguité des éléments, qui, sans
étre vraie, peut représenter cependant une partie des pro-
priétés mecaniques des fluides élastiques, quand on admet
en outre que ces éléments contigus sont compressibles. Mais
par cela méme qu’elle n’a point de réalité, et n'est qu'une
pure abstraction, on ne doit pas s’attendre a y trouver tous
les genres de vibrations dont les fluides €lastiques sont sus-
ceptibles, et toutes leurs propriétés mécaniques ; c'est ainsi,
par exemple, que d’'apres les équations dont nous parlons, il
n'y aurait aucun frottement entre deux tranches fluides inde-
finies qui glissent l'une sur I'autre. 1l serait donc bien pev
philosophique de rejeter une hypothése a laquelle les phé-
nomenes de l'optique conduisent si naturellement, par cela
seul qu'elle ne s'accorde pas avec ces équations.

Comment les vibrations transversales s'étergnent & [lextre-

mite des ondes.

Nous n’avons considére jusqu’ici que des ondes indéfinies :
supposons les limitées, et examinons ce qui se passe a leurs
extrémités, en admettant que I'éther est sensiblement in-
compressible. Je suppose qu'une partie de 'onde AE, fig. 3,
ait été arrétée par un écran EC; soit M un point situé der-
riere I'écran, 4 une distance tres-grande relativement a la
longueur d’une ondulation : pour peu que l'angle TEM de
la droite EM avec le rayon direct ET soit sensible, la lu-
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miere envoyée en M sera tres-petite, comme on le sait par
expérience, et comme on le conclut aisément de la théorie
de la diffraction. Si donc 'angle TEM est un peu grand, le
point M sera presque en repos, tandis que le point T et tout
le reste de 'onde ST éprouveront des oscillations sensibles
suivant le plan STM. Il semblerait qu’il doit en résulter des
condensations et des dilatations alternatives de I'éther entre
T et M ; mais remarquons d’abord qu’'au méme instant ou la
face ce du petit parallélipipede cdef est poussée vers M par
la demi-ondulation dont le milieu répond a ST, les faces
homologues ck, eg des deux parallélipipedes contigus s'éloi-
gnent de M par les mouvements contraires des deux demi-
-ondulations dont les milieux répondent aux lignes s¢, s¢';
en sorte que tandis que le volume de cdef diminue, ceux
des deux parallélipipedes semblables, entre lesquels il est
situé augmentent de la méme quantité, et ainsi de suite
dans la direction %g. Si donc I'éther résiste beaucoup & la
compression, il est possible que I'équilibre de tension se
rétablisse continuellement, et presque instatanément entre
les éléments voisins, parallelement a gk. D'ailleurs, les points
qui restent immobiles pendant les oscillutions des extré-
mités des ondes, sont assez éloignés de ET pour que les
déplacements moléculaires occasionnés par ces oscillations,
diminuent tres-lentement jusquaux points quon peut re-
garder comme immobiles; en sorte que les condensations et
les dilatations des tranches consécutives seraient presque
mnsensibles, lors méme que I'équilibre de pression ne se réta-
blirait pas rapidement d’'une tranche 4 I'autre.

1824. _ . 11
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Démonstration de deux théorémes de statique sur lesquels re-
pose Lexplication mécanique de la double réfraction.

Apres avoir déduit des faits I'hypothese que j'ai adoptée
sur la nature des vibrations lumineuses, et avoir prouvé
qu'elle n’est point en opposition avec les principes de la
mécanique, je vais démontrer deux théorémes de statique
générale sur lesquels repose l'explication théorique des lois
mathématiques de la double réfraction.

1¢T THEOREME.

Dans un systéme quelconque de molécules en équilibre, ei
quelle que soit la loi de leurs actions réciproques, le dépla-
cement trés-petit d'une molécule dans une direction -quel-
conque produit une force répulsive égale en grandeur et en
direction & la résultante des trots forces répulsives qui seraien.
produites séparément par trois deplacements rectangulaires
de ce point matériel égaux aux composantes statiques du
premier deéplacement.

En effet, soit M, fig. 4, un des points matériels du sys-
teme moléculaire; lorsque I'équilibre vient a étre troublé par
le petit déplacement MC de la molécule M, la résultante de
toutes les forces exercées sur elle, qui auparavant était égale
a zéro, acquiert une certaine valeur; pour la calculer, il suffit
de déterminer les variations que ces forces ont éprouvées en
grandeur et en direction, et de chercher la résultante de
toutes ces différentielles. Cela posé, je considere I'action par-
ticuliere d'une autre molécule quelconque N sur le point
M déplacé d'une quantité MC que je suppose tres-petite
relativement a la distance MN qui sépare les deux molécules
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Jéleve sur MN la perpendiculaire MS dans le plan CMN;
si I'on joint CN, CP sera la petite quantité dont la distance

. oy . . MP
MN a augmenté ou la différentielle de la distance, et ——

MN
sera le sinus du petit angle dont la direction de la force a

varié. Si donc on rapporte la premiere force et la nouvelle
aux deux directions rectangulaires MR et MS, la différen-
tielle suivant MR ne proviendra que de la petite- augmen-
tation CP de la distance et sera proportionnelle a CP, tandis
que la différentielle suivant MS résultera uniquement du
petit changement de direction de la force et sera propor-

tionelle a 11%% ,ou simplement a MP, la distance MN restant
la méme : ainsi la premiere différentielle peut étre repré-
sentée par A x GP et la seconde par Bx MP, A et B étant
deux facteurs qui restent constans tant qu'il s'agit de I'action
exercée par la méme molécule N.

Ne considérons encore que l'action particuliere de cette
molécule, et supposons que M soit déplacée successivement
suivant trois directions rectangulaires, et de quantités égales
aux projections de MC sur ces trois directions : par le point
M menons un plan perpendiculaire 8 MN, qui coupera
celui de la figure, cest-a-dire le plan NMC, suivant la
droite MS. Le déplacement MC a produit les deux forces
diftérentielles A x CP et Bx MP, la premiére dirigée suivant
MR, et la seconde suivant la ligne MS : les déplacements
sur les trois directions rectangulaires quelconques , que nous
concevons dans l'espace, produiront de méme chacune une
force différentielle parallele 4 MR avec une autre force per-
pendiculaire a cette ligne, et comprise ainsi dans le plan
normal MS mené par le point M : on aura la premiere en

1I.



84 MEMOIRE

multipliant par le méme coéfficient A la distance de la nou-

velle position de la molécule au plan normal, et la seconde
* en multipliant par le méme coéfficient B la distance de M au
pied de la perpendiculaire abaissée de cette nouvelle posi-
tion sur le plan normal. Cela posé, cherchons la résultante
des trois forces différentielles paralleles & MR, qui ont le
méme coéfficient A, et la résultante des trois forces differen-
tielles contenues dans le plan normal, qui ont B pour coéf-
ficient commun. Les déplacements en question étant les
projections du déplacement MC sur les trois directions
rectangulaires que I'on a choisies, la somme de leurs pro-
jections sur la direction MR doit étre égale a GP, et par
conséquent la résultante des trois forces différentielles paral-
leles 4 MR sera égale & A x CP, cest-a-dire a la force que le
déplacement MC produit dans cette direction. I est aisé de
voir pareillement que la résultante des trois forces différen-
tielles comprises dans le plan normal, est égale a B x MP.
En effet, elles ont pour expression le méme coéfficient B,
multiplié par les projections des trois déplacements rectan-
gulaires sur ce plan; ainsi, chercher leur résultante, c'est
chercher la résultante statique de ces trois projections consi-
dérées comme représentant des forces : or, sous ce point de
vue, les trois déplacements rectangulaires sont les compo-
santes statiques du déplacement MC, et par conséquent leurs
projections sur le plan normal MS les composantes stati-
ques de MP, qui est donc leur résultante; ainsi la résultante
des trois forces différentielles contenues dans le plan normal,
est dirigée suivant MP, et représentée par B x MP, c'est-a-
dire qu'elle est €gale en grandeur et en direction a la force
différentielle provenant du déplacement MC comprise dans
le méme plan normal.
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Donc enfin, l'on trouve la molécule M sollicitée par les
mémes forces différentielles, soit qu'on lui fasse éprouver le
petit déplacement MG, ou qu'en la supposant successivement
déplacée dans trois directions rectangulaires et de quantités
€gales aux composantes statiques de MC suivant ces direc-
tions, on cherche la résultante des forces produites par ces
trois déplacements rectangulaires.

Ce_principe étant vrai pour l'action exercée par la molé-
cule N, I'est également pour celles que toutes les autres mo-
1écules du milieu exercent sur M: ainsi il est vrai de dire que
la résultante de toutes les petites forces provenant du dépla-
cement MC, ou laction totale du milieu sur la molécule M
apres son déplacement, est égale a la résultante des forces
que produiraient séparément trois déplacements rectangu-
laires égaux aux composantes statiques du déplacement MC.

e 2 A
2° THEOREME.

Dans un systéme quelconque de molécules ou points maté-
riels en équilibre, il y a toujours pour chacun d'eux trois
directions rectangulaires suivant lesquelles tout petit dépla-
cement de ce point, en changeant un peu les forces auxquelles
il est soumis, produit une résultante totale dirigée dans la
ligne méme de son déplacement. o '

Pour démontrer ce théoréme, je rapporte d'abord les di-
verses directions des petits déplacements de la molécule a
trois axes rectangulaires pris arbitrairement, qui seront les
axes des coordonnées z, y et z. Je suppose qu'on déplace
successivement la molécule suivant ces trois directions, de
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la méme petite quantité, que je prends pour unité de ces
déplacements différentiels; j’appelle @, b, c, les trois com-
posantes selon ces axes de la force excitée par le déplace-
ment parallele aux xz; a', b’, ¢, les trois composantes de la
force excitée par le déplacement parallele aux y; et enfin
a’yb", ¢, les composantes de la force produite par le dépla-
cement paralléele aux z.

Pour avoir la force qui résulte d'un petit déplacement égal
a 1, suivant une autre direction quelconque faisant des an-
gles X, Y, Z avec les axes des x, des y et des z, il faut
d’abord, d’apres le théoréme précédent, prendre sur ces
axes les composantes statiques du déplacement, qui seront
respectivement cos. X, cos. Y, cos. Z, et déterminer les forces
produites séparément par chacun de ces déplacements; puis
calculer la résultante de toutes ces forces.

Or, pour avoir les composantes de la force que produit
le déplacement suivant I'axe des = égal & cos. X, il faut niul-
‘tiplier successivement cos. X par les coéfficients a, 4, ¢, puis-
quils représentent les composantes de la force excitée par
un déplacement égal a 1, et que, comme il ne s’agit ici que
de variations tres-petites, les forces développées sont pro-
portionnelles aux longueurs de ces déplacements différen-
tiels : ainsi les composantes de la force résultant du déplace-
ment cos. X sont,

parallélement aux. .. .. zx ., ¥y ., z

a cos. X, b cos. X, ¢ cos. X;

de méme, les composantes de la force produite par le dépla-
cement cos. Y, suivant I'axe des y, sont,
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parallelement aux..... x .Y 5 z ’
a' cos. Y, b cos. Y, c'cos. Y;

et les composantes de la force excitée par le déplacement
cos. Z, opére suivant 'axe des z, sont,

parallelement aux..... x , ¥ , 3z
a" cos. Z, b" cos. Z, c¢' cos. 7.

En ajoutant entre elles les composantes dirigées suivant
le méme axe, on a donc pour les composantes totales :

parallelement aux . . . @ cos. X-+a' cos. Y+a’ cos. Z;
parallelement aux y. .. & cos. X+54' cos. Y404 cos. Z;
parallelement aux z. .. ¢ cos. X+c¢' cos. Y+c' cos. Z.

Ces composantes déterminent la grandeur et la direction
de la résultante totale.

On pourrait croire au premier abord que les neuf con-
stantes a, b, ¢, @, ¥, c¢', a”, b', ¢”, sont indépendantes; mais
il est aisé de reconnaitre qu'il existe entre elles une relation
qui en réduit le nombre § six.

En effet, soient Az, Ay, Az (fig.5.), les trois axes rec-
tangulaires suivant lesquels la molécule A est successive-
ment déplacée d'une quantité tres-petite égale a 'unité : soit
AP la direction dans le prolongément de laquelle se trouve
placé un autre point materiel M qui agit sur A, et que je
suppose toujours €loigné de ce point d'une quantité tres-
grande relativement 4 I'étendue des déplacements. Suppo-
sons d’abord qu'on le déplace dans la direction des x d'une
quantité AB égale a 'unité ; ce petit déplacement fera varier
a la fois la direction et I'intensité de la force exercée par le
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point M, en rapprochant 'autre molécule : si du point B 'on
abaisse sur la direction APM la perpendiculaire BQ, AQ sera
la variation de la distance, et Ton pourra considerer BQ
comme proportionnel a la variation de la direction. La pre-
miére variation produira une force différentielle A x AQ
dirigée suivant APM, et la seconde une force différentielle
B x BQ, dirigée suivant BQ, les coéfficients A et B restant
constants tant quil s'agit de l'action exercée par la méme
molécule M.

Pour fixer le sens dans lequel ces forces différentielles
poussent le point A, supposons que la molécule M exerce sur
ce point une action répulsive. La distance AM étant dimi-
nuée de AQ, cette action est augmentée, et la différentielle
Ax AQ agit dans le sens MA : de méme, la différentielle
BxBQ résultant du petit changement de direction de la
force, agit dans le sens QB. Si donc on regarde comme po-
sitifs les sens d'action Az, Ay et Az, pour les forces paral-
leles aux axes des coordonnées, la composante parallele aux
z de cette seconde différentielle sera négative, tandis que les
composantes paralleles aux y et aux z seront positives, ainsi
que les trois composantes rectangulaires de la premiere dif-
férentielle.

Cherchons maintenant les composantes des deux forces
différentielles, et d’abord celles de la premiére A x A Q. Si
nous représentons par X, Y, Z, les angles que la droite APM
fait avec les axes des z, des ) et des z, AB étant égal a 1 par
hypotheése, AQ==cos. X, et la force différentielle dirigée sui-
vant AM est représentée par Acos.X; ses composantes sont
donc,
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parallelement aux =z« y , z R
Acos.’X, Acos.Xcos. Y, Acos.Xcos.Z.

Calculons actuellement les composantes de la seconde force
différentielle B x BQ agissant suivant BQ. Puisque AB=1;"
BQ=sin. X, et cette force est représentée par B.sin.X. Je la
décompose d’abord en deux autres forces dirigées, 'une sui-
vant BA, et I'autre suivant BP perpendiculaire 2 BA: la pre-
miére composante, qui est parallele 4 'axe desz,est égalea —
B.sin.X x cos.,ABQ, ou —Bsin.’X, etlasecondeapour valeur
B.sin. X x sin. ABQ, ou B.sin.Xcos.X. Je décompose cette
seconde composante en deux autres forces dirigées suivant
EB et FB, clest-a-dire, parallelement aux axes des y et des

-\ ’ \ L BE
z: la premiére sera égale 4 B.sin. X cos. X x 33, et la se-

conde a B.sin. X cos. X x g—lg; mais 3—%:%"—"—% et g%::-'%‘—xz;
ainsi les valeurs des composantes paralleles aux y et aux z
deviennent respectivement B.cos. X cos. Y et B.cos. Xcos.Z.
On a donc pour les trois composantes de la seconde force
différentielle ,

parallelement aux. ...z , y ) z )
—B.sin.’X, B.cos.Xcos.Y, B.cos.Xcos,Z.

Ajoutant ensemble les composantes paralleles des deux
forces différentielles, on trouve pour les composantes to-
tales, '

parallelement aux. ...z , y ) z ,
Acos.>X —Bsin.*X, (A + B)cos. X cos. Y, (A+B)cos. X cos. Z.

- Si l'on suppose maintenant le point matériel A déplacé

1824. _ : 12
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suivant l'axe des y d'une quantité égale a 1, on trouvera de
méme les composantes suivantes :

parallelement aux.....y ) x ) z
A cos.’Y—Bsin.”Y, (A +B)cos. Xcos.Y, (A+B)cos.Ycos. Z;

Et pour un déplacement pareil dans la direction des z, on
aura,

parallelement aux.....z , x , ¥

A

]

A cos.*Z—Bsin.*Z, (A + B)cos. X cos.Z, (A +B)cos. Y cos. Z.

La seule inspection des composantes des forces différen-
tielles excitées par ces trois petits déplacements, montre
que le déplacement parallele aux x donne dans le sens des
y la méme composante que le déplacement parallele aux y
produit dans le sens des x, et donne dans le sens des z la
méme composante que le déplacement parallele aux z pro-
duit dans le sens des «; et qu'enfin la composante parallele
aux z de la force excitée par le déplacement suivant I'axe
des y, est égale & la composante parallele aux y de la force
excitée par le déplacement suivant I'axe des z; c’est-a-dire
en général, que la composante paralléle a un axe produite
par le déplacement suivant un des deux autres, est égale a
celle qui résulte parallélement & celui-ci d'un deplacement
semblable dans la direction du premier axe.

Ce théoréme étant démontré pour l'action individuelle de
chaque molécule M sur le point A, l'est en conséquence
pour la résultante des actions exercées par toutes les mole-
cules du milieu sur le méme point mateériel : ainsi il existe
toujours entre les neuf constantes, a, b, ¢, @', ¥, ¢, a’, &', ¢,
les trois relations suivantes,
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i ' " Y ",
b=a ) c=a , ¢ =b ’

ce qui réduit a six le nombre des constantes arbitraires.
Nous pouvons donc, en général, représenter ainsi qu’il suit
les composantes des trois forces résultant des trois petits dé-
placements égaux & 'unité et opérés successivement suivant
les axes des x, des y et des z:
pour le déplacement suivant l'axe des x,

composantes ...... a, h, g,
paralleles aux...... X, ¥y 25

pour le déplacement suivant I'axe des y,

composantes...... b, h, f,
paralleles aux...... ¥y &y 25

et enfin pour le de'placement suivant l'axe des z,

composantes . .. ... cy & Jn
parailelesaux.... .. z, =z, y.

2

Ainsi les trois composantes d'un déplacement pareil dans
une direction quelconque, faisant avec les axes des x, des y
et des z, des angles égaux respectivement a X, Y, Z, seront:

parallelement aux . .. @cos.X+%cos.Y-+gcos.Z=p,
parallelement aux y. .. &cos. Y-+ /cos. X+ fcos. L=y,
parallélement aux z. .. ccos.Z+gcos. X + fcos.Y=r.

Je vais démontrer maintenant qu'il existe toujours une di-
rection pour laquelle la résultante de ces trois composantes
coincide avec cette méme direction du déplacement; cest-
a-dire, quon peut donner aux angles X, Y, Z des valeurs
réelles telles que la résultante des trois composantes fasse

T 12.



92 MEMOIRE

avec les axes des x, des y et des z, des angles respectivement
égaux a X, Y, Z; ou, en d’'autres termes, telles que ces trois
composantes soient entre elles dans le méme rapport que les
quantités cos. X, cos.Y, cos.Z.

Pour trouver la direction qui satisfait a cette condition,
je vais substituer aux trois inconnues cos.X, cos.Y, cos.Z
(qui se réduisent a deux par la relation 1=cos.”X+co0s.”Y +
cos.”Z), les tangentes des angles que les projections de la
droite sur les plans xz et yz font avec l'axe des z, afin de
pouvoir conclure la réalité des angles de celle des valeurs
des lignes trigonométriques données par le calcul. Soient
donc x=mz et y=nz les équations de la droite : on aura

cos. X cos. Y . .
m= et n=— : or les trois composantes 01~dessus.,
cos. Z cos. Z

que je représenterai par p, g, r, doivent étre entre elles

dans le méme rapport que les quantités cos. X, cos.Y, cos.Z
] b]

pour satisfaire a la condition dont nous venons de parler.

cos. Y
cos. Z

cos. X
cos. Z

On a donc, ‘g_——: —=m, et %: ==n; ou mettant

a la place de p, g, r, leurs valeurs,
cos.X  Acos.Y

_acos.X-+/&coS.Y+gcos.Z__am+To§._z—+g
T ccos.Z+gcos. X +fcos. Y cos. X cos. Y '’
‘8oz Vo
et,
cos. Y cos. X
n__&cos.Y-(—kcos.X-chos.Z___ cos. Z lzcos.Z+f.
T ccos.Z 4 gcos. X +feos. Y cos.X | ,cos.Y ’
c+gcos.Z+fcos,Z
ou enfin,
__am.+/zn+g (‘)
———m ----- . ,
et

__bn+km+f (2)
= xemisn @k
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=/ n,;n(i—/f) rtf ; substi-

On tire de I'équation (2), m==

tuant cette valeur de m dans P'équation (1), et chassant les
dénominateurs, on a:

gl—sr+—n+fT+fn(gn—h)[—fr'+b—c)n+f]+
c(—a)(gn—h)[—fr'+(b—c)n+]—hn(gn—hy—g(gn— hy=o.

Cette équation en n, qui, sous cette forme, parait du
" quatrieme degré, tombe au troisieme des qu'on effectue les
multiplications, parce qu'alors les deux termes qui renfer-
ment n* se détruisent mutuellement; ainsi 'on est stir qu’elle
contient au moins une racine réelle. I1 y a donc toujours une
valeur réelle de n et partant une valeur réelle de m. Par
conséquent, il y a toujours au .moins une droite qui satis-
fait 4 la condition qu'un petit déplacement du point mate-
riel suivant cette droite fait naitre une force répulsive, ré-
sultante générale des actions moléculaires, dont la direction
coincide avec celle du déplacement. Nous appellerons axes
d'élasticité les directions qui jouissent de cette propriété.
En partant de ce résultat, il est facile de prouver qu’il y
a encore deux autres axes d’élasticité perpendiculaires entre
eux et au premier. En effet, prenons celui-ci pour axe des
x; les composantes paralléles aux y et aux z, produites par
un déplacement dirigé suivant 'axe des x, seront nulles;
ainsi l'on aura, g=o0, A==o0; et les équations (1) et (2) de-
viendront : _
m(c—a+fn)=o,

n’——(b_;c> n-—I[==0.

La premiere équation donne m=o; et la seconde donne

et,
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pour  deux valeurs qui sont toujours réelles, le dernier
terme —1 étant une quantité négative. Ainsi'on voit qu’outre
l'axe des z, il y a encore deux autres axes d’élasticité : ils
sont perpendiculaires 4 I'axe des x, puisque pour l'un et
lautre m=o0, c’est-a-dire que leurs projections sur le plan
des zz se confondent avec I'axe des z : ils sont, de plus,
perpendiculaires entre eux; car le produit des deux valeurs
de n multiplies I'une par I'autre est égal au dernier terme
—1 de la seconde équation. Donc il existe toujours trois axes
rectangulaires d’'élasticité pour chaque point matériel dans
un systéme moléculaire quelconque , et quelles que soient les
lois et la nature des actions que ces points materiels exercent
les uns sur les autres.

Si P'on suppose que, dans un milien homogene, les faces
correspondantes des particules ou les lignes homologues des
groupes moléculaires sont toutes paralleles entre elles, les
trois axes d’élasticité pour chaque point materiel auront la
méme direction dans toute I'étendue du milieu; c'est le cas
le plus simple d'un arrangement régulier des molécules et
celui que les substances cristallisées sembleraient devoir
offrir constamment, d’apres lidée quon se fait d’une
cristallisation réguliere; néanmoins les aiguilles de cris-
tal de roche présentent des phénomenes optiques qui dé-
montrent que cette condition du parallélisme des lignes ho-
mologues n'y est pas rigoureusement remplie. On congoit en
effet qu'il peut y avoir sans elle beaucoup d’arrangements
réguliers de différentes especes : mais je n’ai encore cherché
les lois mathématiques de la double réfraction qu'en sup-
posant aux axes d’élasticité la méme direction dans toute
I'étendue du milieu vibrant, et je me bornerai en conséquence
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a considérer ce cas particulier, le plus simple de tous et qui
parait étre celui de la plupart des substances cristallisées;
car on ne connait encore, je crois, que le cristal de roche
qui fasse exception a cette regle.

Application des théorémes précédents au deplacement com-
plexe des molécules vibrantes qui- constitue les ondes lu-
mineuses.

Jusqu'a présent nous n'avons considéré que le déplace-
ment d'un point matériel, en supposant toutes les autres
" molécules immobiles : nous aurions pu supposer, sans chan-
ger en rien-le probléme,fque cest le milieu qui se déplace,
et le point matériel seul qui reste immobile. Mais les dépla-
cements relatifs des molécules dans lesquels consistent les vi-
brations des ondes lumineuses sont plus compliqués. Consi-
dérons d’abord le cas le plus simple, celui d'une onde plane
indéfinie : toutes les molécules, comprises dans le méme plan
parallele & la surface de Vonde, sont réstées dans les mémes
positions les unes a I'égard des autres; mais elles se sont dé-
placées relativement au reste du milieu vibrant, ou, si I'on
veut, c'est ce milien qui s’est déplacé par rapport i elles,
mais non pas de la méme quantité pour les diverses tranches
ou rangées moléculaires : la rangée voisine est la moins dé-
placée, et les molécules des tranches suivantes se trouvent
d’autant plus écartées de leurs positions correspondantes A
celles des molécules comprises dans le premier plan, qu'elles
en sont plus éloignées.Si 'on considere toutes les molécules
qui étaient primitivement situées sur la méme ligne droite
perpendiculaire & ce plan ou & la surface de l'onde, elles se
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trouveront transportées, en raison du mouvement vibratoire,
sur une courbe sinusoidale, de part et d'autre de cette per-
pendiculaire, qui sera T'axe de la courbe; ses ordonnées
paralleles & 'onde, c'est-a-dire les petits déplacements des
molécules, seront proportionnelles aux sinus des abscisses
correspondantes : telle sera du moins la nature de cette courbe
toutes les fois que la particule éclairante qui a produit les
ondes ayant €té peu écartée de sa position d'équilibre, y
sera ramen€e par une force proportionnelle a I'écartement.

En se renfermant ainsi dans I'hypothese des petits mou-
vements, on peut représenter la vitesse absolue dont une
molécule éthéréee est animée apres un temps ¢, par la for-

. x ’
mule u=asin.2x (t———i >, dans laquelle z représente cette

vitesse , @ un coéfficient constant qui dépend de I'énergie des
vibrations, 2« la circonférence dont le rayon est égal & 'unité,
« la distance de la molécule au point lumineux, 1 la lon-
gueur d'une ondulation et ¢ le temps écoulé depuis V'origine
du mouvement. Si 'on suppose que ces ondes planes et in-
définies soient réfléchies totalement sur un plan parallele 4
leur surface, c'est-a-dire que sur ce plan les molécules éthérées
solent assujetties & rester completement immobiles , alors les
ondes refléchies auront la méme intensité que les ondes inci-
dentes , auxquelles elles seront d’ailleurs paralleles; en sorte
qu'on devra employer le méme coéfficient a dans I'expression
des vitesses absolues qu'elles apporteront aux molécules éthe-
rées. Appelons z la distance de I'onde directe au plan réfié-
chissant et ¢ la distance constante de ce plan a la source du
mouvement; I'espace parcouru par I'onde directe est ¢ —z,
et V'espace parcouru par I'onde réfléchie qui vient 4 sa ren-
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contre est ¢ + z. Ainsi les vitesses apportées en méme temps
et au méme point de l'éther par les ondes directe et réflé-

chie, sont respectivement €gales a asin.ax (t—-; + ;) , et
a—asin. oz (t—%—%) Cette seconde expression doit étre

affectée du signe —, puisque les molécules éthérédes restant
immobiles contre le plan réfléchissant, les vibrations lumi-
neuses changent ainsi de signe par leur réflexion. Par con-
séquent la vitesse absolue résultant de la superposition de
I'onde directe et de I'onde réfléchie, est a P'instant ¢,

c 2

. PR . ; )
a[mn.zw( i+i>—~—sm.2w< 3y 5
expression qu'on peut mettre sous la forme,

™

. 2z \
2&51]].21r<i>.COS.2w(t—i}

telle est I'expression générale de la vitesse absolue, qui anime,
alinstant ¢, une molécule éthérée situéea la distancez duplan
réfléchissant. Elle nous apprend d’abord qu’a certaines distan-

ces de ce plan, pour lesquelles sin. 2 (;) =0, les molécules

éthérées restent constamment immobiles; or, sin. 2« (;)

devient nul, lorsque z est €gal a zéro ou & un nombre entier
de fois 1 ; ainsi les plans nodaux, c'est-a-dire les plans de
repos, sont séparés entre eux et de la surface réfléchissante
par des intervalles égaux a 1). Les ventres, au contraire,
cest-a-dire , les points ou les vibrations ont le plus d’ampli-
tude sont dans des positions intermédiaires et a égale distance

1824. _ 13
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des plans nodaux; en effet sin. 2~ (;) atteint son maximum

quand z est égal & un nombre impair de fois 2.
La formule ci-dessus peut servir également & représenter
les déplacements moléculaires, en changeant seulement ¢ en

t—Qgo°, ou, Cos. 2% (t—§> en sin. 2w <t——;> : elle devient
alors

y:zb.sirx.zw(;>.sin.2n(t—;-:>-

Si I'on prend y pourl'ordonnée qui répond & Vabscisse z,
on voit que la courbe représentée par cette équation coupe
toujours 'axe des z aux mémes points, a tous les instants ¢,
que ce sont les points pour lesquels z=o0,z=1%;z=);
z==21, etc. Les plus grands écarts des molécules ou les plus
grandes valeurs de y correspondent au contraire aux valeurs
de z qui contiennent un nombre impair de fois £). Lorsque
Fon considere maintenant les changements que la courbe
éprouve d’'un moment a l'autre, en raison des différentes va-
leurs du temps ¢, on voit que les ordonnées conservent tou-
jours le méme rapport entre elles, comme dans les oscilla-
tions d’'une corde vibrante; et la formule précédente montre
que les vitesses dont les molécules sont animées a chaque
instant suivent aussi la méme loi que celles des éléments
d'une corde vibrante. On peut donc assimiler chaque partie
du milieu comprise entre deux plans nodaux consécutifs ; &
un assemblage de cordes vibrantes perpendiculaires a ces
plans et qui leur seraient attachées par leurs extrémités;
la tension de ces cordes produirait le méme effet que I'élas-
ticité du milieu, puisque, comme celle-ci, elle tendrait sans
cesse a redresser les lignes droites devenues courbes par les
petits déplacements des molécules perpendiculaires a ces
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lignes,et cela avecuneforce proportionnelle a 'angle de con-
tingence. Ainsi, puisque la direction des mouvements oscilla-
toires, leur loi et celle des forces accélératrices sont les mémes
dans les deux cas, les regles qui s’appliquént a I'uns’appliquent
nécessairement a l'autre. Or, on sait que pour qu'une corde
vibrante exécure toujours ses oscillations dans le méme temps,
quand sa tension varie , il faut que sa longueur croisse pro-
portionnellement & la racine carrée de sa tension; donc la
longueur des mémes ondes lumineuses , (qui doivent rester
isochrones dans tous les milicux qu’elles traversent) est pro-
portionnelle & la racine carrée de I'élasticité qui pousse les
molécules du milieu vibrant parallelement a leur surface;
ainsi la vitesse de propagation de ces ondes mesurée perpen-
diculairement & leur surface est proportionnelle a la racine
carrée de cette méme élasticité.

Sans recourir aux lois connues des oscillations des cordes

vibrantes, il est aisé¢ de démontrer immédiatement, par des
' considérations géométriques, le principe que je viens d’é-
noncer.

Soit ABC ( fig. 6 ) la courbe formée par une file de molé-
cules du milien vibrant, qui se trouvaient situées primiti-
vement sur la ligne droite ADC : cette courbe peut étre
representée , commé nous venons de le voir, par 'équation,

y=2absin.ax (:) .sin-2m (t—i) ,

qui devient y—=2bsin. 2« (;) , quand les molécules arrivent

a la limite de leur oscillation : en ce moment leur vitesse est
nulle, et I'on peut le considérer comme l'origine du mou-
vement pour l'oscillation suivante, qui doit résulter des for-

13.
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ces accélératrices tendant 4 ramener les molécules dans leurs
positions relatives d'équilibre.

Soient m et m' deux points matériels tres-voisins et éga-
lement distants de la molécule M; représentons par da la
longueur constante de l'intervalle pP ou Pp' compris entre
deux ordonnées consécutives. La différence entre les ordon-
nées MP et m'p' est la quantité dont le point M se trouve
éloigné de sa position primitive relativement aux molécules
comprises dans le plan mené par m’ perpendiculairement a
I'axe AC de la courbe; ainsi la force accélératrice exercée
sur M par cette tranche du milieu, en conséquence de ce
déplacement, est proportionnelle a »/p-MP. Si T'on con-
sidére les molécules comprises dans le plan passant par le
point m et perpendiculaire & AG, leur action sur M résul-
tant de leur déplacement relatif, sera aussi proportionnelle
a I'étendue de ce déplacement MP-mp, mais agira en sens
contraire de 'autre force accélératrice ; en sorte que I'action
définitive de ces deux tranches équidistantes sur la molécule
M sera proportionnelle a la différence des deux déplace-
ments relatifs, ou a d, si la distance Mp ou Mp' est tres-
petite a I'égard de la longueur d’ondulation (1).

En différentiant deux fois de suite la valeur de y, on

(1) Dans la note sur la dispersion de la lumiére placée a la suite de la
premiére partie de ce Mémoire, J'ai examiné les conséquences mécaniques
qui résultent de la supposition que l'action mutuelle des molécules les
unes sur les autres s’étend A des distances sensibles relativement a la
longueur d'ondulation : je me borne ici pour le moment au cas plus
simple .traité par les géométres, qui ont toujours supposé que la sphére
d’activité de la force élastique était infiniment petite par rapport al'étendue
de I'ébranlement.
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trouve, -

dz‘);—_: _~_"8 b 1{— . sinv. (2 ‘m.i) dz

Ainsi, les forces accélératrices, et par conséquent les vitesses
imprimées & chaque point de la courbe ABC, au moment
ol 'oscillation recommence, sont proportionnelles aux or-
données correspondantes; donc les petits espaces parcourus
pendant le premier instant seront aussi dans le méme rap-
port, et n'altéreroxit pas la nature de la courbe; ainsi, apres
le premier instant d¢, les nouvelles forces accélératrices se-
ront encore proportionnelles aux ordonnées correspon-
dantes; et comme les vitesses acquises le sont aussi, les
espaces parcourus pendant le second instant conserveront
encore entre eux le méme rapport : il en sera de méme
apres le troisicme instant, le quatrieme, etc. Par conséquent
tous les points de la courbe AMC arriveront ensemble sur
la droite ADC, dont ils s'€loigneront ensuite de quantités
égales a celles ‘de leur écartement primitif, pour recom-
mencer ensuite une oscillation en sens contraire. On voit
que la loi de ces vibrations sera semblable &4 celle des pe-
tites oscillations d'un pendule, puisque la force accéléra-
trice qui pousse chaque point matériel est toujours propor-
tionnelle & I'espace qui lui reste & parcourir pour arriver a
sa position d’équilibre. Ainsi, la durée des vibrations sera
en raison inverse de la racice carrée de I'élasticité du milieu,
élasticité qui est mesurée dans le cas dont nous nous occu-
pons par I'énergie de la force résultant des déplacements
relatifs des tranches paralleles du milieu, en les supposant
égaux a une petite quantité constante prise pour unité.

Il est aisé de: voir aussi que la durée des oscillations du
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point M sera proportionnelle a lalongueur» del'ondulation.
Eneffet, pour comparer les durées d’oscillation correspondant
a des valeurs différentes de 3, il faut toujours supposer dz
constant, afin que les distances étant les mémes, les actions
moléculaires et les masses & mouvoir soient semblables de
part et d’autre. En substituant dans la valeur de d*y a la

place de sin. (27:%) sa valeur, on a,
dy=—}f.y.dz

Pour un méme degré d’élasticité du milieu vibrant, *y
mesure l'énergie de la force qui tend & ramener le point M
en P, et y est 'espace que ce point doit parcourir : ainsi pour
des écartements égaux du point M, la force accélératrice est

I .
)’\—2 ’
proportionnelle a A. Par conséquent, la durée des vibrations

proportionnelle & - ; donc la durée de son oscillation sera

des concamérations est proportionnelle a -l;—:, en représen-
tant par ¢ I'élasticité du milieu. Or comme cette durée doit
rester constante pour les mémes ondes lumineuses, quelque
milieu qu’elles traversent, il faut donc que la longueur
d’ondulation 1, ou la vitesse de propagation soit proportion-
nelle 4 la racine carrée de D'élasticité mise en jeu. Il suffit
donc de déterminer la loi suivantlaquelle cette élasticite varie
dans un méme milieu pour connaitre toutes les vitesses de
propagation que la lumiere peut y affecter.

La loi que j'ai trouvée pour le cas ou les axes d’élasticite
ont des directions paralleles dans toute I'étendue du milieu,
est fondée sur les théorémes de statique générale qui vien-
nent d’étre démontrés , et sur le principe suivant : Zélasticité
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mise en jeu par les déplacements relatifs des malécules reste
towjours la méme dans le méme milieu, tant que la direction
de ces dgplacements ne change pas, et quelle que sott d’ail-
leurs celle du plan-de londe. Je vais essayer de donner la
raison théorique de’ ce principe, dont jai d:ailleurs vérifié
'exactitude par des expe’rienées tres-precises:

L’dlasticité mise. en jet, par lés vibrations lumineuses dépend
seulement de leur direction et non de celle des ondes. .

I8

. Cousidérons les molécules comprises dans un méme plan
parallele a la surface de I'onde : elles conservent toujours
les mémes positions relatives, et la résultante de toutes leurs
actions sur l'une d’entre elles ne tend & lui imprimer aucun
mouvement. Il n’en est plus de méme de I'action de la tranche
suivante du milieu sur cette wolécule, qui ne se trouvant
plus par rapport a elle dans la. position primitive d’équilibre,
exerce sur elle une petite actinn paralléle au plan de 'onde.
Continuons de subdiviser ainsi le milieu vibrant par des
plans paralléles infiniment rapprochés et équidistants : a me-
sure qu'ils sont plus éloignés du premier, les molécules qu’ils
contiennent se trouvent plus écartées de lenr ‘position pri-
mitive relativement au point matériel que nous considérons;
mais cet effet est plus que balancé par l'affaiblissement des
forces résultant de I'augmentation de distance, et il cesse de
se faire sentir & une certaine distance, qui sans étre proba-
blement tout-a-fait négligeable vis-a-vis la longueur d'une
ondulation, n’en doit comprendre gu'une trés-petite partie.
Quelle que soit la loi suivant laquelle les actions molécu-
laires varient avec les distances, il est naturel de supposer que
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cette loi reste la méme pour le méme milieu dans toutes les
directions : je ne veux pas dire par-la que les molécules, si-
tuées a la méme distance du point matériel, exercent sur lui,
dans tous les sens, des répulsions égales; mais seulement
que ces répulsions, quoique inégales, varient de la méme ma-
niére avec la distance. En admettant cette hypothese, tres-
probable par sa simplicité, on peut en conclure, ce me
semble, que I'élasticité mise en jeu par les petits déplacements
des molécules ne change pas, tant que la direction et I'éten-
due de ces déplacements restent les mémes a la méme distance
du plan de 'onde, quelle que soit d’ailleurs la direction de
ce plan.

En effet, supposons que les déplacements moléculaires
soient toujours paralleles a la méme direction; et considé-
rons deux plans différents menés suivant cette direction,
lesquels représenteront successivement la surface de I'onde
dans deux situations différentes. Subdivisons le milieu vi-
brant en tranches infiniment minces et équidistantes, d’a-
bord parallelement au premier plan et ensuite parallelement
au second : appelons & la petite quantité dont la seconde
tranche ou la seconde rangée de molécules se trouve deplacée
relativement a celle qui est contenue dans le plan de départ:
les molécules originairement situees sur des lignes droites
perpendiculaires a ce plan, forment actuellement des lignes
courbes par l'effet du mouvement ondulatoire; et les dépla-
cements sont sensiblement proportionnels aux carrés des
distances au plan de départ, dans les tranches assez voisines
pour exercer une action appréciable. Ainsi, 48 sera la quan-
tité dont les molécules de la troisieme rangée se seront dé-
placées relativement a celles du plan de départ, et de méme
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93, 168, etc., seront les déplacements relatifs des tranches
suivantes. Nous supposons, bien entendu, des déplacements
semblables de I'autre cbté du plan.

Si tous ces déplacements, au lieu de croitre avec la dis-
tance, étaient égaux a §, l'élasticité mise en jeu serait la
méme que dans le cas ou, le milieu restant immobile, les
scules molécules comprises dans ce plan auraient glissé de
la petite quantité 3. On remarquera de plus que s'il n'y
avait qu'une de ces molécules qui se fiit cartée de sa po-
sition d’équilibre, la direction du plan en question n’aurait
aucune influence sur la force a laquelle elle se trouverait
soumise.

Appelons F cette force; elleest la somme desactions exercées
sur la molécule restée fixe par toutes les tranches du milieu :
or, pour passer de ce cas a celui dont nous nous sommes
occupés en premier lieu, il faudrait multiplier 'action de la
premiere tranche par zéro, celle de la seconde par 1, celle de
la troisiéme par 4, celle de la quatriéme par g, etc., puisque
dans ce cas la premiere tranche n'a point changé de posi-
tion, que Ja deuxieme s'est déplacée de la quantité 3, la troi-
sieme de 48, au lieu de 8, la quatrieme de 93, et ainsi de
suite; on aurait d’ailleurs la méme progression, quelle que
fat la direction du plan de l'onde. Ainsi, 'on devra toujours
multiplier les actions individuelles des tranches situées au
méme rang par les mémes nombres, pour tenir compte de
I'étendue de leurs déplacements; d'ailleurs, les coéfficients
qui dépendent de la distance de chaque tranche 4 la molé-'
cule immobile, seront aussi les mémes a égale distance, en
supposant, comme nous l'avons fait, que les actions molé-
culaires décroitraient dans tous les sens suivant la méme

1824. _ - 14
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fonction des distances. Par conséquent, la série numérique
totale par laquelle il faudrait multiplier F pour avoir la force
élastique qui résulte du mouvement ondulatoire, restera con-
stante pour les diverses directions des tranches paralleles,
ou du plan de l'onde, et cette force ne dépendra que de la
seule direction des déplacements moléculaires.

Application des principes pre'ce’dents aux milieux dont les
axes d élasticité conservent la méme direction dans toute

leur étendue.

Si I'on admet ce principe, dont je viens de démontrer la
probabilité théorique, et dont jai vérifié d'ailleurs l'exacti-
tude par des expériences tres-précises sur les vitesses de la
lumiere dans la topaze, il devient facile de comparer les élas-
ticités mises en jeu par deux mouvements vibratoires qui
ont des directions différentes et appartiennent a deux sys-
temes d'ondes lumineuses faisant entre eux un angle quel-
conque. Il suffit pour cela de comparer d’abord l'élasticité
mise en jeu par le premier systeme avec l'élasticité mise en
jeu par des vibrations toujours dirigées dans son plan, mais
paralleles a I'intersection des plans des deux systemes d’ondes;
puis en changeant le plan des ondes sans changer la direc-
tion de ces nouveaux déplacements, on comparera dans le
plan du second systeme d’ondes I'élasticité qu'ils développent
avec celle qui est excitée par les vibrations de ce second sys-
teme. En un mot, les variations d’'inclinaison de la surface
des ondes relativement aux axes du milieu vibrant n’appor-
tant aucun changement dans la force élastique tant que la
direction des déplacements moléculaires reste la méme, le
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probleme se réduit toujours & comparer les élasticités mises
en jeu par deux systemes d’'ondes dont les surfaces sont pa-
ralleles, et dont les vibrations font entre elles un angle quel-
conque. '
Or, les élasticités excitées par deux systemes d’ondes sem-
blables qui coincident quant a leurs surfaces, mais dont les
vibrations s’exécutent suivant des directions différentes, sont
évidemment entre elles comme les forces produites par les
déplacements successifs d’'une seule molécule suivant la pre-
miere et la seconde direction. En effet, considérons la tranche
située dans la position primitive d'équilibre, et par rapport
a laquelle les tranches paralleles se sont déplacées: ce sont
dans les deux cas les mémes tranches du milieu qui se sont
déplacées et de quantités égales, mais suivant deux direc-
tions différentes. Or, en considérant ces deux. modes de dé-
placement, nous pouvons appliquer a I'influence que chaque
molécule de la tranche immobile éprouve de la part dune
des autres tranches, les théoremes que nous avons démon-
trés pour l'action d'un systeme moléculaire quelconque sur
un point matériel qui a été un peu écarté de sa position
primitive, puisque cela équivaut a laisser ce point fixe et 2
déplacer toutes les autres molécules du systeme de la méme
quantité. Ainsi, I'on peut calculer et comparer d’apres ces
théoremes les actions qu'une tranche quelconque exerce sur
la tranche fixe, et les actions des autres tranches seront dans
le méme rapport, puisque leurs déplacements sont supposés
égaux dans les deux cas. Par conséquent les élasticités mises
en jeu par les deux mouvements ondulatoires sont entre
elles comme les élasticités.qui seraient excitées par les deux
déplacements successifs d’'une seule molécule suivant des di-

14.
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rections pareilles, et I'on peut appliquer aux déplacements
complexes résultant des ondes lumineuses les principes dé-
moutrés précédemment pour le cas ou une molecule est
écartée de sa position d’équilibre, pendant que toutes les
autres restent fixes.

Cela posé, prenons les trois axes d’élasticité du milieu vi-
brant pour axes des coordonnées, et représentons par a’, 4, ¢*
les élasticités que mettent en jeu les vibrations paralleles aux
axes des z, des y, des z, de maniere que les vitesses de pro-
pagation correspondantes, qui sont propertionnelles aux ra-
cines carrées des €lasticités, se trouvent représentées par a,
b, ¢ : nous nous proposons de déterminer la force €lastique
résultant de vibrations de méme nature, mais paralleles a
une autre direction quelconque qui fait avec ces axes les
angles X, Y, Z. Je prends pour unité 'amplitude de ces vi-
bratious, ou le coéfficient constant des déplacements relatifs
des tranches paralleles du milien; car pour comparer les
élasticités, il faut comparer les forces qui résultent de dépla-
cements égaux : ce coéfficient étant égal a 1, ceux des com-
posantes paralleles aux z, y, z, seront cos.X, co0s.Y, cos.Z.
L'on sait d'ailleurs que ces forces auront les mémes direc-
tions, d’apres la propriété caractéristique des axes d’élasticité.
Ainsi, appelant £la résultante de ces trois forces, on aura:

J=V"a%cos* X+ 5% cos> Y + c* cos.’Z;

et les cosinus des angles que cette résultante fait avec ies
axes des x, des y, des z, seront égaux respectivement a

a® cos. X b* cos. Y c® cos. Z

VR S f
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On voit qu'en géneéral cette résultante n’a pas la méme
direction que les déplacements qui I'ont produite. Mais on
peut toujours la décomposer en deux autres forces, I'une pa-
rallele et 'autre perpendiculaire a la direction des déplace-
ments. Lorsque la seconde force se trouvera en méme temps
normale au plan de I'onde, elle n’aura plus aucune influence
sur la propagation des vibrations lumineuses, puisque, d’a-
pres notre hypothése fondamentale, les vibrations lumi-
neuses s'operent uniquement dans le sens de la surface des
ondes. Or, nous aurons soin de ramener & ce cas tous les
calculs’ relatifs aux vitesses de propagation; c'est pourquoi
nous allons nous borner a déterminer la composante paral-
lele aux déplacements.

Les angles que cette direction fait avec les axes sont X,

Y, Z; les cosinus des angles que les mémes axes font avec la

, a*cos.X b%cos.Y e*cos.Z ,
résultante, sont, 1 —F —» —7— par conséquent,

le cosinus de I'angle que la résultante fait avec la direction
du déplacement est égal a

a®cos’X +56° cos.>Y +c® cos.*Z
7 :

Or, il faut multiplier ce cosinus par la force f pour avoir
sa composante parallele a cette direction; la composante que
nous cherchons est donc égale a

a*cos.’ X 4+ 6*cos.*Y + ¢*cos.’ Z.

Si nous appelons 2* cette composante de la force élastique,
afin que la vitesse de propagation correspondante soit repre-
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sentée par v, nous aurons,

v'—a’cos.*X + b*cos.”Y + ¢’cos.’ Z.

Surface d'élasticite, qui représente la loi des élasticités et
des wvitesses de propagation.

Je supposerai que 'on construise d’apres cette équation
une surface dont chaque rayon vecteur faisant avec les axes
des z, des y et des z, des angles égauxa X, Y et Z, ait pour
longueur la valeur de » : on pourra l'appeler surface d’élas-
ticite, puisque les carrés de ses rayons vecteurs donneront
les composantes de la force élastique suivant la direction de
chaque déplacement.

Si I'on congoit un systtme d’ondes lumineuses (toujours
supposées planes et indéfinies) qui se propagent dans le mi-
lieu dont la loi d’élasticité est représentée par cette surface,
en menant par son centre un plan parallele aux ondes, on
devra considérer toute composante perpendiculaire & ce plan
comme n'ayant aucune influence sur la vitesse de propaga-
tion des ondes lumineuses. La force élastique, excitée par
des déplacements paralleles &4 I'un des rayons vecteurs de
cette section diamétrale, peut toujours étre décomposée en
deux autres forces, I'une parallele et I'autre perpendiculaire
au rayon vecteur : la premiere est représentée en grandeur
par le carré de la longueur méme de ce rayon vecteur; la
seconde n’étant perpendiculaire au plan de la section dia-
métrale que pour deux positions particuliéres, peut se dé-
composer generalement en deux autres forces, 'une comprise
dans ce plan et 'autre normale au plan : celle-ci, comme
nous venons de le dire, n'exerce pas d'influence sur la pro-
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pagation des ondes lumineuses; mais il n'en est pas ainsi de
l'autre composante, qu’il faudrait combiner avec la premiere
composante parallele au rayon vecteur, pour avoir toute la
force élastique excitée dans le plan des ondes.

On remarquera que pour ce cas général, la force élas-
tique qui-propage les ondes ne serait pas parallele aux dé-
placements qui V'ont produite, d’ou résulterait dans les vi-
brations qui passent d’une tranche 'a l'autre un changement
graduel de leur direction et par conséquent de l'intensité de
la force élastique qu’elles mettent en jeu, ce qui rendrait
tres- difficile le calcul de leur propagation et empécherait
d’y appliquer la loi ordinaire d’apres laquelle la vitesse de
propagation est proportionnelle a la racine carrée de I'élasti-
cité mise en jeu, loi que nous n'avons démontrée applicable
que pour le cas particulier o1 la direction des vibrations et
I'élasticité restent constantes d’une.tranche.a l'autre.

Mais il existe toujours dans chaque. plan deux directions
rectangulaires telles que les forces élastiques excitées par
des deplacements paralléles & chacune d’elles étant décom-
posées en deux autres forces, I'une parallele et autre per-
pendiculaire & cette direction, la seconde composante se
trouve perpendiculaire au plan; en sorte que les vibrations
sont uniquement propagées par une force €lastique paralléle
aux déplacements primitifs, qui conserve ainsi dans leur
trajet la méme direction et la méme intensité. Or, quel que
soit le sens des vibrations incidentes, on pourra toujours
les décomposer suivant ces deux.directions rectangulaires
dans le plan diamétral parallele aux ondes, et ramener ainsi
le probleme de leur marche au calcul des vitesses de pro-
pagation des vibrations paralleles a ces deux directions,
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caleul facile a faire d’aprés le principe que les vitesses de
propagation sont proportionnelles aux racines carrées des
élasticités mises en jeu, qui devient alors rigoureusement

applicable.

Les petits déplacements paralléles aux axes d'une section
diameétrale quelconque de la surfuce d’élasticité, ne tendent
point a édcarter les molécules des tranches suivantes du

plan normal mené par leur direction.

Je vais démontrer que le plus grand et le plus petit rayon
vecteur, ou les deux axes de la section diamétrale, jouissent
de la propriété que je viens d’énoncer ; c'est-a-dire, que les
déplacements suivant chacun de ces deux axes excitent des
forces é€lastiques dont la composante perpendiculaire 4 leur
direction se trouve en méme temps perpendiculaire au plan
de la section diamétrale.

En effet, soit x=By+Cz I'équation du plan sécant pas-
sant par le centre de la surface d’élasticité : I'équation de
condition, qui exprime que ce plan contient le rayon vec-
teur dont les inclinaisons sur les axes des x, des y et des z,
sont respectivement X, Y et Z, est

c0s. X =Bcos.Y+ Ccos.Z.
On a dailleurs entre les angles X, Y et Z la relation
cos.’X +co0s.’ Y+ cos.*Z =1,

et pour équation de la surface d’élasticité

v*=a*cos.*X + b*co0s.’Y + ¢’cos.*Z.
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Le rayon vecteur v atteint son maximum ou son mini-
mum quand. sa différenticile degient nulle;,on a donc dans
ce cas, en différentiant I'équation de la surface par rapport
a I'angle X, , '

S , . o dY ., dL
’O—Q,COS.XSIH.X +& cos. Ysin. Y = +cos.Zsin. Z - -

Si l'on différentie pareillement les deuix équations précé-
dentes, on aura encore,

. . odY . ,dl
CO&XSln.X+cos.Ysm.Yﬁ+cos.Zsm.Zﬁ_—o,

. odY . ,dl
—-—sm.X+Bsm.Y‘TX+Csm.Z(—l;i:o,

o dY _ d7. : _
d’'ou1 I'on tire pour % et < les \_zaleurs sulvantes :
dY __ sin.X(Ccos.X +cos. Z) et dZ _ —sin.X(Bcos. X+ cos. Y)

dX sin.Y(Bcos.Z—Ccos.Y)’ *° dX ™ sin.Z(Bcos. Z—Lcos. Y)

Substituant ces deux valeurs dans la premitre équation
différentielle, qui exprime la condition commune du maxi-
mum ou du minimum , on trouve pour I'équation qui dé-
termine la direction des axes de la section diamétrale :

a’ cos. X (B cos Z - Ccos.Y)+ 6°c0s. Y (Ccos. X + cos.Z)
) —c*cos: Z(Bcos. X +€0s.Y)=o....... (A)

Concevons maintenant un plari mené par le rayon vecteur
et la force accélératrice que développent les déplacements
paralleles au rayon vecteur; c'est dans ce plan que nous dé-
composerons cette force en deux autres, la premiere dirigée
suivant le rayon vecteur, la deuxieme perpendiculaire & sa

direction; et si ce plan est perpendiculaire au plan sécant,
1824. ' i5
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11 est clair que l# seconde composante sera normale & celui-

. Nous allons ‘done:chercher I'équation qui- expnme\que
ces-deux plang font entre eux un angle droit, ét si elle-s'ac-
corde avec I'équation (A), nous pourrons en conclure que
les axes de ]a section diamétrale sont précisément les deux
directions qui satisfont & la condition que la ‘composante
perpendlculawe au rayon vecteur soit en méme temps per-
pendiculaire au plan sécant.

Soit =By + (C'z I'équation du plan mené suivant le
rayon vecteur et la direction de la force élastique dévelop-
pée par des vibrations paralleles au rayon vecteur. Les co-
sinus des angles que cette force fait avec les trois axes des
coordonnées sont,

a® cos. X b? cos. Y c*cos.Z
VR J VA

et puisqu’elle est contenue dans le plan x=By+ C'z, on a,

a®*cos. X ; b*cos. Y ¢* cos. Z
=PB. T 4O =

Va S S
a’cos. X=B b*cos. Y 4+ C'c*cos.Z.

, Ou

Ce plan contenant le rayon vecteur, on a parelllement,

cos. X=Bcos.Y + C cos. Z.,

On tire de ces deux équations,

(a*~—c*)cos. X . C— (a*—b%)cos. X _

B= (" —c*)cos. Y €t (6> —e€?)cos. Z °

substituant ces valeurs de B’ et C' dans I'équation

B+ CC + 1 —o,
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qul expnme que le sécond plan est’ pet‘pendlculalre au . pre—
mier, on’ tmuve7 SRR B -;;:-:. TEPNN LT LA F

B(a c’ cos XcosZ C(a——-b)cos X cos. Y
. +(b c)cos Y cos. Z-——o,'

relation -semblablé_-,:.a celle de I'équation (1) qui détermine
la direction des'axé$ de-la section diamétrale, comme il est
aisé de e reconnaftre en effectuant les multiplications. Done
les directions de wes: deux axes jouissent effectivement de la
propriété énoncée; diotr il rédulte que les vibrations’paral-
leles conservant toujours la méme direction, ont une vitesse
de propagation proportlonnelle a la racine carrée de I'élas-
ticité mise en' jew, vitesse qut peut aléi“s'\'-'}tre représentée par
le rayon vecteur ». - : R

Détermination de la ?)z'te&’;f'e“‘de"[):i'blii?lgatibn des ondes ;)’Zdnes
Nfeun -6l indq’ﬂnie{.»; e o

A Taide de ce principe et de Yéquation de la surface d'é-
lasticité, toutes les fois quel on connaitra les trois derm axes
a,b,c,il sera facile de déterminer la vitesse d@ propaga-s
tion’ des orides planes et indéfinies dont la dlrectlon sera
donnée. Pour cela, on ménera d'abord pat’le centre de'la
surface d'élasticité un plan ‘parallele aux ondes, et 'on dé-
composera leur mouvement vibratoire en deux autres dirigés
suivant le grand et le petit axe de cette section diamétrale :
si 'on appelle « I'angle que les vibrations incidentes font
avec le premier deé ces axes; cos.« et sin.a représenteront
les:ingensités relatives des deux composantes; et leurs vi-
tesses: de.‘propagation mesurées perpendiculairement anx

15.
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ondes seront respectivement:égales & la moitié du demi-axe
de la section diameétrale auquel les vibrations sont paralle-
les. Ces deux demi-axes étant généralement inégaux, les
deux systemes d'ondes parcourront le milieu avec des vi-
tesses différentes, et cesseront d’étre paralleles en sortant du
milieu réfringent, si la. surface d’émergence est oblique a
celle des ondes, de maniére que la différence des vitesses
entraine une différence de réfraction. Quant aux plans de
polarisation des deux faisceaux divergents,ils seront perpen-
diculaires entre eux, puisque leurs vibrations sont rectangu-
laires. :

Il y a deux plans diamétraux qui coupent la surface d'¢las-
ticité suivant des cercles.

Il est a remarquer que la surface
v'=a"cos. X + & cos.*Y + ¢’ cos.” Z,

qui représente les lois de I'élasticité de tout milieu dont les
groupes moléculaires ont leurs axes d'élasticité paralleles,
peut étre coupée suivant deux cercles par deux plans menés
suivant son axe moyen et également inclinés sur chacun de
deux autres axes. ’

En effet, remplacons les coordonnées polaires par des
coordonnées rectangulaires dans cette équation qui devient
ainsi,

(T +y +2)y=ax+0y +cz:
la section circulaire faite dans cette surface peut toujours
étre considérée comine appartenant en méme temps a la sur-
face d’'une spheére z* + y* -+ 2'==r*; sa circonférence devra
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donc se trouver a la fois dans le plan sécant Z=Ax + By,
sur la surface de la sphere et sur la surface d’élasticité. La
combinaison des équations de ces deux surfaces donne

r=a'x+ by +c’'z:
en substituant dans cette relation la valeur de z tirée de
I'équation du plan sécant, on a,
(@ +Ac)+y (0 +B )+ 2ABczy=r! (1).

En substituant cette valeur de z dans I'équation de la sphere,
on trouve pour la projection de la méme courbe sur le méme
plan des z y,

(1 +A) 4+ (1 +B)+2ABzy=r (2).
Les deux équations (1) et (2) devant étre identiques, on a:

1+B>_ &4B¢® 2AB  2ABS 0 r° '__ ré
14+ AT @A 14AT @A 1+HAYT @At

La seconde condition ne peut étre satisfaite que par A=o,
ou B==o, puisque sans cela il faudrait faire c'+A’c’=a*
+ A’c’, ou, @*==c*, quantités constantes dont on ne peut
pas disposer. Si I'on suppose A=o0, on tire de la premiere
a 5
c*—b?
naire si clest & qui est 'axe moyen, puisque alors les deux
termes de la fraction placée sous le radical sont de signes

équation de condition, B== \/ , quantité imagi-

contraires. Ainsi, en supposant a>bet b >c, il faut faire
B==0, d'ol1 'on conclut pour A la valeur réelle.........

A=—==+\/“ =%, B—o indique que le plan sécant doit pas-
Prpr queq P p

ser par 'axe des y ou I'axe moyen de la surface d’élasticité;
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les deux valeurs égales et de signes contraires qu'on trouve
pour A, cest-a-dire pour la tangente de 'angle que ce plan fait
avec l'axe des x, montrent qu'il y a deux plans également
inclinés sur le plan des zy, qui satisfont 4 la condition de
couper la surface d’élasticité suivant un cercle, et quil n'y
a que ces deux plans. Toute autre section diamétrale a donc
deux axes inégaux; en sorte que les ondes qui lui sont paral-
leles peuvent parcourir le méme milieu avec deux vitesses
différentes, selon que leurs vibrations sont dirigées suivant
I'un ou lautre de ces axes.

La double réfraction devient nulle pour les ondes paralléles
aux deux sections ctreulaires de la surface d'élasticité.

Au contraire, les ondes paralleles aux sections circulaires
doivent toujours avoir la méme vitesse de propagation, dans
quelque direction que leurs vibrations s'exécutent, puisque
les rayons vecteurs de chaque section sont tous égaux entre
eux ; et de plus, leurs vibrations ne peuvent éprouver de dé-
viation en passant d'une tranche al'autre, parce que la com-
posante perpendiculaire & chacun de ces rayons vecteurs est
en méme temps perpendiculaire au plan de la section cir-
culaire ; car nous venons de démontrer par le calcul précé-
dent que cette condition €tait remplie des que la différentielle
du rayon vecteur devenait égale 4 zéro: or, c'est ce qui a
lieu pour tous les rayons vecteurs des sections circulaires,
puisque leur longueur est constante. Par conséquent, si l'on
coupe un cristal parallelement a chacune des sections circu-
laires de la surface d’élasticité, et qu'on y introduise perpen-
diculairement a ces faces, des rayons polarisés suivant un
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azimut quelconque, ils n’éprouveront.dans.le cristalni dous
ble réfraction, ni déviation de leur :plan de polarisation;
ainsi ces deux directions jouiront des propriétés de ce qu'on
appelle improprement les axes du cristal, et que je nom-
merai axes optigues, pour les distinguer des trois axes rec-
tangulaires d'élasticité, qu'on doit considérer, a mon avis,
comme les veritables axes du milieu doué de la double ré-
fraction. .

1L n'ya jamais plus de deusz axes optiques dans les milieuz
réfringents dont les axes d'élasticité ont partout la. méme
direction. e o : ’

Une conséquence remarquable du calcul que nous venons
de faire, c'est quun corps constitué comme nous le suppo-
sons, cest-a-dire dont les particules sont disposées de ma-
niere que les axes d’¢lasticité pour chaque point du milieu
vibrant soient paralleles dans toute son. étendue, ne peut
pas avoir plus de deux axes optiques. Ils se réduisent a4 un
seul lorsque deux des demi-axes a, &, ¢ de la surface d’élas-
ticité sont égaux entre eux : lorsque a est égal a &, par
exemple, A—o, les deux sections circulaires se confondent
avec le plan des 2y, et les deux axes optiques qui leur sont
perpendiculaires, avec I'axe des z, ou l'axe ¢ de la surface
d’élasticité, qui devient alors une surface de révolution. C'est
le cas des cristaux que 'on désigne sous le nom de cristaux
a un axe, tels que le spath calcaire. Quand les trois axes
d’élasticité sont égaux entre eux, l'équation de la surface
d’élasticité devient celle d'une sphere; les forces ne varient
plus avec la direction des déplacements moléculaires, et le
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milieu vibrant ne jouit plus de la double réfraction : c'est ce
qui parait avoir lieu dans tous les corps cristallisés en cubes.

Jusqu'a présent nous n’avons calculé que la vitesse de
propagation des ondes lumineuses mesurée perpendiculai-
rement a leur plan tangent, sans chercher a déterminer la
forme des ondes dans l'intérieur du cristal et l'inclinaison
des rayons sur leur surface. Tant qu’il ne s'agit de calculer
les effets de la double réfraction que pour des ondes inci-
dentes sensiblement planes, c’est-a-dire qui émanent d'un
point lumineux suffisamment €éloigné, il suffit de déterminer
les directions relatives du plan de 'onde en dedaus et en de-
hors du cristal, puisqu’on trouve ainsi 'angle que Ponde
émergente fait avec I'onde incidente, et par conséquent l'in-
clinaison mutuelle des deux lignes suivant lesquelles il faudrait
diriger successivement le rayon visuel ou I'axe d'une lunette
pour voir le point de mire, d'abord directement , et ensuite &
travers le prisme de cristal: je dis le prisme, car si la plaque
de cristal avait ses faces paralleles , 'onde émergente serait
parallele & Fonde incidente, dans le cas que nous considé-
rons, ot le point lumineux est supposé a l'infini, quelle que
fit d'ailleurs 1'énergie de la double réfraction et la loi des
vitesses de propagation dans l'intérieur du cristal. Il ne peut
donc y avoir de séparation angulaire sensible des images
ordinaire et extraordinaire dans ce cas, qu'autant que la
plaque cristallisée est prismatique ; et pour calculer les angles
de déviation de faisceaux ordinaire et extraordinaire, qui
par leur différence donnent I'angle de divergence des deux
images, il suffit de déterminer la vitesse de propagation
de chaque systeme d’ondes dans le cristal d’apres la direc-
tion de son plan relativement aux axes.
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Démonstration de la loi de la réfraction pour les ondes
planes et indefinies.

Soit, par exemple, IN (fig. 7) le plan de 'onde incidente,
que je suppose, pour plus de simplicité, parallele a la face
d’entrée du prisme de cristal BAC, dont les axes sont d’ail-
leurs dirigés d’une maniere quelconque; toutes les parties.
de cette onde arriveront simultanément sur le plan AB, et
elle n'éprouvera aucune déviation de son plan en pénétrant
et en parcourant le cristal. Il n’en sera pas de méme quand
elle sortira du prisme : pour déterminer la direction du
plan de l'onde émergente, du point A comme centre, et
d’un rayon A E égal au chemin parcouru par la lumiere dans
l'air pendant le temps que 'onde met a aller de B en C, je
décris un arc de cercle, auquel je méne par C une tangente
CE; cette tangente indiquera précisément le plan de 'onde
émergente, comme il est facile de le démontrer (1). Si I'on
considére chaque point ébranlé de la surface AC comme
étant lui-méme un centre d’ébranlement, on voit que toutes
les petites ondes sphériques ainsi produites arriveront simul-
tanément sur CE, qui sera leur plan tangent commun : or,
je dis que ce plan sera la direction de l'onde totale résultant
de la réunion de toutes ces petites ondes élémentaires, du
moins 4 une distance de la surface trés-grande relativement
a la longueur d’'une ondulation. En effet, soit H un point
quelconque de ce plan pour lequel je cherche en position

(1) Je suppose le plan de la figure perpendiculaire aux deux faces du
prisme. *

1824. 16
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et en intensité la résultante de tous ces systémes d’ondes
élémentaires. Le premier rayon arrivé en ce point est celui
qui a suivi la direction GH perpendiculaire a CE, et les
rayons g H et g’ H partis des autres points g et g, situés ¢
droite et a gauche de G, se trouveront en arriere dans lem
marche d’un nombre entier ou fractionnaire d’'ondulations.
d’autant plus grand que ces points s'écarteront davantage
du point G. Si maintenant on divise CA de telle sorte qu'il
y ait toujours une différence d’'une demi-ondulation entre
les rayons émanés de deux points de division consécutifs, il
est aisé de voir qu'en raison de I'éloignement de H, qui est
tres-grand relativement a4 une longueur d’ondulation, les
petites parties dans lesquelles on aura divisé CA devien.
dront sensiblement égales entre elles pour les rayons qui
font avec GH des angles un peu prononcés; on peut donc
admettre que les rayons envoyés par deux parties consé-
cutives se détruiront mutuellement des qu'ils auront une
obliquité prononcée sur GH, ou plus rigoureusement, que
la lumiere envoyée par une de ces parties sera détruite par
la moitié de la lumiere de celle qui la précede et la moitié
de la lumiere de celle qui la suit; car sa largeur ne differe
de la moyenne arithmétique de celles entre lesquelles elle
est située, que d’'une tres-petite quantité du second ordre : de
plus, les rayons envoyés par ces trois parties doivent avoir
sensiblement la méme intensité, quelle que soit la loi de
leur variation d’intensité autour des centres d’ébranlement,
puisque étant sensiblement paralleles entre eux (4 cause de
I'éloignement de H), ils sont dans les mémes circonstances (1).

(1) On peut faire pour les intensités de ces rayons la méme obscrvation
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D’ailleurs , il résulte de la nature du mouvement vibratoire
primitif d’oti proviennent tous ces centres d’ébranlement, et -
dont ils doivent nécessairement répéter les oscillations , que
les ondes élémentaires qu'ils enverront en H, y apporteront
alternativement des vitesses absolues négatives et positives,
qui seront pareilles quant a la grandeur, et ne différeront
que par le signe: il en sera de méme des forces accélératrices
résultant des déplacements relatifs des molécules, qui seront
égales et de signes contraires pour les deux mouvements
opposés de l'onde primitive : or cette égalité entre les quan-
tités positives et négatives contenues dans chaque ondula-
tion complete , suffit pour que deux systemes qui différent
dans leur marche d'une demi-ondulation se détruisent
mutuellement quand ils ont d’ailleurs la méme intensité.
Ainsi tous les rayons sensiblement inclinés sur GH se détrui-
ront mutuellement, et il n'y aura que ceux qui lui sont
presque paralleles qui concourront efficacement a la forma-
tion du systeme d’ondes résultant..On pourra donc les con-.
sidérer dans le calcul comme ayant des intensités égales, et
intégrer entre+ et — oo suivant les deux dimensions, en
employant les formules que jai données dans mon Mémoire
sur la diffraction. Mais, sans recourir & ces formules, il est
évident d’avance que si l'intensité de 'onde incidente AB est
la méme dans toutes ses parties, les éléments de 'intégration

que pour l'étendue des parties de AC qui les envoient, en remarquant que
les rayons de deux parties consécutives différant seulement en intensité
d’'une quantité infiniment petite du premier ordre, I'intensité des rayons
d’une partie intermédiaire ne différe que d’'un infiniment petit du deuxiéme
ordre de la moyenne entre les intensités des rayons des deux parties con-
tigués.

16
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seront les mémes pour les différents points r,H, h, etc.
de Vonde émergente, situés a une distance suffisante de la
surface CA, quelle que soit d’ailleurs la forme de l'intégrale,
et qu'en conséquence l'intensité et la position de 'onde résul-
tante seront les mémes dans chacun de ces points; elle sera
donc parallele & CE, lieu géomeétrique des premiers ébran-
lements; les formules d'intégration la placent & un quart
d’ondulation en arriere de ce plan; mais cela ne change
rien 4 sa direction, la seule chose qui détermine celle du
rayon visuel ou de l'axe de la lunette avec laquelle on ob-
serve le point de mire (1). Ainsi les sinus des angles BAG et
CAE de la surface réfringente avec les ondes incidente et
rélractée, sont entre eux comme les longueurs CB et AE,
c'est-a-dire comme les vitesses de propagation de la lumiere
dans les deux milieux contigus.

Nous voyons donc que pour calculer les effets prismatiques
des milieux doués de la double réfraction, quand le pointde
-mire est a l'infini et qu'en conséquence I'onde incidente est
plane, il suffit de connaitre la vitesse de propagation des
ondes ordinaires et extraordinaires dans I'intérieur du cristal
pour chaque direction du plan de l'onde, cette vitesse étant
mesurée perpendiculairement a ce plan. Or cest ce que don-
nent le plus grand et le plus petit rayon vecteur de la section
diamétrale faite dans la surface d’élasticité par le plan de
I'onde. Mais lorsque le point de mire est tres-rapproché du

(1) Jai cru utile de répéter ici d'une maniére abrégée I'explication que
jat donnée de la loi de Descartes pour la réfraction ordinaire, dans la
derniére note de mon Mémoire sur la diffraction, afin d'épargner au lec-
teur la peine d'y avoir recours.
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milieu réfringent et qu'on emploie un cristal dont la double
réfraction est trés-forte, tel que le spath calcaire, dans lequel
la courbure des ondes differe beaucoup de celle d’une sphere,
il devient nécessaire de connaitre la forme de ces ondes.

Principe qui détermine la direction des rayons réfractés,
lorsque le point de mire n’est pas- assez €loigné pour
qu'on puisse faire abstraction de la courbire des ondes
lumineuses. ‘

Afin de me faire comprendre plus aisément, je prendrai
un cas hien simple, celui ol le point de mire est situé dans
I'intéricur du cristal, ou bien contre sa surface inférieure,
Soient M (fig. 8) le point lumineux, EC la surface supé-
rieure de la plaque par laquelle sortent les rayons; soient
MA,Ma,Ma', des rayons partis du point lumineux suivant
une direction telle quils viennent frapper l'ouverture 44" de
I'ceil ou de l'objectif de la lunette; je suppose que la courbe
b B b’ représente le lieu géometrique des ébranlements de pre-
miere arrivée partis de la surface réfringente EC; elle sera
parallele, comme nous 'avons vu, & 'onde vésultant de tous
les ébranlements élémentaires. Or clest de la direction de
I'élément de 'onde émergente qui vient tomber sur Pouver-
ture de la pupille que dépend la position de I'image du point
lumineux sur la rétine et par conséquent la direction du
rayon visuel, qui est perpendiculaire a I'élément de I'onde;
c'est donc la direction de cet élément ou de sa normale qu'il
s'agit de déterminer. Cette normale est le rayori AB de plus
prompte arrivée sur le milieu B de I'élément, puisque cet
élément est tangent a la sphere décrite du point A comme
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centre. Il ne s’agit donc que'de chercher entre tous les rayons
brisés MaB, MAB, Ma'B celui qui apportera le premier
ébranlement en B, et sa direction hors du cristal sera celle
suivant laquelle on verra le point de mire.

Mais la section faite dans la surface d’élasticité ne fournit
pas immédiatement les quantités nécessaires pour déterminer
les intervalles de temps compris entre les arrivées de I'ébran-
lement parti de M aux points @, A, a’; car elle ne donne la
vitesse de propagation qu’autantque I'on connait la direction
du plan sécant ou de I'élément de I'onde auquel il est paral-
lele, et il est a remarquer de plus que la vitesse de propa-
gation a toujours été censée comptée dans cette construction
sur la perpendiculaire au plan del'onde, tandis qu’il faudrait
ici Pavoir sur la direction du rayon; car, ainsi que nous
venons de le dire, le probleme se réduit a chercher le rayon
de premiere arrivée. Il est donc nécessaire de calculer d’a-
bord les vitesses de propagation de I'onde dont le centre est
en M suivant les différents rayons Ma,MA, Ma', c’est-a-dire
les longueurs de ces rayons comprises entre le centre M et
la surface de I'onde au bout d’un temps déterminé, ou en
d’'autre termes I'équation de la surface de I'onde.

Théoréme sur lequel repose le calcul de la surface des ondes.

Soit C (fig. 9) un centre d’¢branlement, ARBD la posi-
tion de 'onde émanée de C, apres l'unite de temps, que je
prends assez grande pour que la distance de I'onde au point
C contienne beaucoup d’'ondulations, ou en d'autres termes,
pour que la longueur d’ondulation soit négligeable a I'égard
de cette distance. Cela posé, concevons une onde plane in-
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définie ON passant par le méme point G: je dis qu'au bout
de l'unité de temps elle aura dii se transporter parallelement
a elle-méme dans la position on tangeute a la courbe ARBD.
En effet, soit R le point de contact; cherchons la résultante
de tous les systemes d’ondes élémentaires émanés ‘des diffé-
rents points de ON qui arrivent en R; on voit que par les
raisons exposées précédemment, il n’y aura que les rayons
tels que ¢R, ¢’ R peu inclinés sur CR qui concourront d’'une
maniere efficace a la composition du'mouvement oscillatoire
en R. Soient ¢ et ¢’ deux centres d’ébranlement, d’ol1 vien-
nent ces rayons peu obliques. sur CR; aubout: de Tunité dé
temps, ils auront envoyé les deux ondes arbd et a’r' b'd’
absolument pareilles 4 'onde ARBD et tangentes au méme
plan on dans les points r et r'; ainsi elles arriveront en R
un peu plus tard que l'onde émanée de C; CR est-donc le
chemin de premiere arrivée de 'ébranlement en R. Il est &
remarquer d’abord que tout est symétrique de part et d'autre
du minimum dans un petit intervalle tel que celui que nous
considérons , et qu’ainsi les mouvements oscillatoires U
viennent par les rayons.correspondants cR et ¢’R -etsent
légerement obliques au plan orn, formeront ensemble des
mouvements composés exactement paralleles a- ce -plan,
comme le mouvement oscillatoiré qui vient de C; on pour-
rait en dire autant de deux autres points correspondants quel-
conquessitués hors du plan de la figure ; donc déjale mouve-
mient oscillatoire aura la direction qu’il doit avoir dans I'onde
on. Quant a la position de I'onde résultante, elle se trouve
en arriere du point R d'un quart d'ondulation, en. intégrant
parallelement et perpendiculairement au plan de la figure;’
mais dans un calcul oi mous avons considéré la longueunr
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d’ondulation comme négligeable vis-a-vis la distance CR,
nous pouvons dire que l'onde ON est effectivement arrivée
en R au bout de l'unité de temps : en faisant un raisonne-
ment semblable pour chacun des autres points de oz, on
prouverait de méme que les ébranlements résultant de tous
ceux qui partent de ON y arrivent aussi au bout de l'unité
de temps, et en conséquence que I"onde entiere se trouve en
cet instant transportée en on. On démontrerait de méme
que toute autre onde plane PQ passant par le point C serait
au bout de l'unité de temps dans la position parallele p ¢
tangente  la méme surface courbe ARBD; donccette surface
doit étre tangente a la foisa tous les plans occupés aubout de
I'unité de temps par toutes les ondes planes indéfinies parties
de C: or nous connaissons leurs vitesses relatives de propa-
gation mesurées dans des directions perpendiculaires a leurs
plans, et nous pourrons en conséquence déterminer leurs
positions au bout de 'unité de temps et en conclure I'équa-
tion de la surface de I'onde émanée du point C. De cette
maniere, la question est réduite au calcul d’'une surface en-

_ veloppe.

Calcul de la surface des ondes dans les milieux doués de la
double réfraction.

En conséquence, 'équation d’un plan qui passe par le
centre de la surface d'élasticité étant z=mx + ny, celle du
plan parallele auquel la surface de 'onde doit étre tangente
sera z==mx + ny + G, C étant déterminé de maniére que
la distance de ce plan & 'origine des coordonnées soit égale
au plus grand ou au plus petit rayon vecteur de la surface
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d’élasticité compris dans le plan diamétral z=mx +ny.
L'équation de la surface d’élasticité rapportée aux trois
axes rectangulaires d’élasticité est, S
v*=a*cos.’X + b*c0s.”Y + ¢*cos.”Z.
Soient x==0uz et y=p2z les équations d'une droite qui

passe par son centre, cest-a-dire d'un rayon vecteur; on a,
entre «, et X, Y, Z, les relations suivantes :
Kl 3 ’

. * . B> N 1.
Cos. X_‘1+a’+p” CoS. Y”—x+a’+ﬁ“’ cos. Z—?I?—-JIE’

substituant ces valeurs de cos.” X ,"e08:Yy¢0s.’Z dans I'équa-
tion ci-dessus, elle devient,
V{1 4o+ p)=a'ad + b p + ¢

C'est encore l'équation polaire de la surface d’élasticité ,
mais dans laquelle on a remplacé les cosinus des angles X,
Y et Z que le rayon vecteur fait avec les axes, par les tan-
gentes «et § des deux angles que ses projections sur les plans
coordonnés zz et yz font avec l'axe des z. '

Quand le rayon vecteur v atteint son maximum ou son
minimum , dv = o; ainsi, en différentiant la derniére équa-
tion polaire de la surface d’élasticité, on a pour équation
de condition :

v p )= e b

Le rayon vecteur dont les équations sont x==az et y={2z
devant étre compris dans le plan sécant z=mx +ny, on
doit avoir, l

i=ma-+np;
équation qui donne par la différentiation ,

1824. 17
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o=mda—+r#dp;

\ . d —_— . LN . . ’
d’ol l'on tire ;{5:—%; substituant dans I'équation différen-

tielle ci-dessus, on trouve :

V (an—pm)=a’an—bpm.
Si I'on combine cette relation avec 'équation 1 =ma + ng,
on en tire les valeurs suivantes pour « et § :

y— & —_1)’) m 6= (@—v)n
T (@ =) (P —2) m?? T (@@= n4 (' — ) m®

Nous remarquerons eny passant que ces expressions étant
du premier degré, « et § ne peuvent pas avoir plus de valeurs
que v*. Or, en les substituant 4 la place de « et ¢ dans I'équa-
tion de la surface d’élasticité, on trouve,

(@ —) (¢’ —v)n* 4+ (b*— v*) (c*—v*)m* +
(@—v»)(—v)=o0.......(A):

Cette équation ctant sculement du second degré par rap-
port 4 v*, n'en peut donner que deux valeurs; ainsi, il n'y
a que deux élasticites différentes et deux directions du rayon
vecteur qui satisfont 4 la condition du maximum ou du
minimum. Il est aisé de reconnaitre, sans calculer les dou-
bles valeurs de « et de g, que ces deux directions doivent
toujours étre rectangulaires; car il résulte du théoreme géné-
ral sur les trois axes rectangulaires d’élasticité, que si I'on
considere seulement les déplacements qui s’exécutent dans
un plan et les composantes comprises dans le méme plan,
en faisant abstraction des forces qui lui sont perpendicu-
- laires, il contient toujours deux directions rectangulaires,
pour lesquelles la résultante des composantes comprises dans
ce plan agit suivant la ligne méme du déplacement : or ces
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directions sont précisément celles que nous venons.de-cher-
cher, puisque, ainsi.Gue .nous l'avons.démontré, tout petit
déplacement parallele au plas grand ou au plus petit rayon
vecteur d’une section diamétrale quelcongue excite dans le
plan de cette section une force parallele au méme rayon vec-
teur, l'atitre composante étant toujouns perpendlculdu‘e a
ce plan. .

Des milieux constitués comme on la supposé, ne peuvent

pas offrir plus de deux images du méme objat.

Ainsi les deux modes de vibration qui se propagent sans
déviation dé leurs oscillations ni changement de vitesse;
s'exécutent suivant des directions rectangulaires, c'est-a-dire
de la maniere la plus indépendante; et comme il 'y a d'ail-
leurs que deux valeurs de »* ou de l'élasticité gu'elles met-
tent en jeu, il ne saurait y avoir que deux systemes d’'ondes
paralleles au plan de I'onde incidente, quelle que soit la
dlrectlon pmmltlve du mouvement v1brat0|re pulsqu ll peut
tOllJOllI‘b étre decompose suivant ces d'eux dlrectlons S1
donc on taille en prisme un cristal constitué’ comme nous
supposons le milien vibrant, cest-a dire, de telle mamere
que les axes delastlclte soient para[lel_es dqms tox_lte son
étendue, ‘onl ne devra jainais dpercevo‘ri- 'Efué" eux Jimages
d'un point de mire tres- glmgne. Il en est:de héine encore
lorsque ce point est assez pres du CllbtaT pour qu 1l faille
tenir compte de la courbure de londe. ™ "

‘B effet, il résulte du prinéipe du chemin de plbs prompte
arrivée et de la construction qué Huygens en'a déduite pour
déterminer la direction du rayon réfracté, que -le nombre

) R V2
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des images est égal a celui des points de contact des plans
tangents gu'on peut mener du méme cdté par une droite-aux
surfaces des différentes ondes dans lesquelles la lumiere se
divise en traversant le cristal. Or, il est.évident que par la
méme droite ‘et du méme c6té de leur centre commun , on
ne peut leur mener que deux plans tangents; car si 'on pou:
vait en mener trois, il serait également possible de mener
trois plans tangents paralleles du méme c6té du centre des
ondes, d’'ou- résulterait trois distances différentes de ces
plans tangents.au centre, et par conséquent trois vitesses de
propagation pour les ondes planes indéfinies paralleles & un
méme plan; et nous venons de démontrer qu’il ne saurait
y en avoir plus de deux. Par la méme raison, il ne peut pas
y avoir plus de deux points de contact, car I'existence de trois
points de contact rendrait possible celle de trois plans tan-
gents paralléles.

Suite du caleul de la surface des ondes.

Mais en calculant 'équation de la surface des ondes, le
degré de cette €équation va nous montrer plus clairement
encore qu’il est impossible de leur mener par une droite
plus de deux Plans}tangents du méme coté du centre.

¥ dit

L equatw | dun plan qui passe par le centre de la surface

d'élasticité etant p
Q’ ] z__-m.a:+ny,

£y
Celle qui determme les deux, valeurs du plus grand et du
plus petit rayon vecteur compns dans cette section diamé-
trale est , comme nous venons dele voir,

(@*—) (¢—2")n" + (0" — v} (¢ —v")m’ +
(a*—) (b"— o..... . (A).
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Nous avons déja posé pour équation d'un plan paraliele
a la section, ' '
z=max +ny+GC;

le carré de la distance de ce plan a l'origine des coordon-

2

nées est représenté par ainsi, pour exprimer

1+?7—Z’—-—i—-?;
que le plan parallele a la section diamétrale en est distant
d’une quantité égale au plus grand ou au plus petit rayon
vecteur, il suffit d’écrire ,

c

m:’lf, ou CIZQJ’([ +m’+n’).

Ainsi I'équation de ce plan , auquelFonde lumineuse doit étre
tangente , devient

(z-—mx——n_y)‘::"v’(l +m+n)......[B):

I'équation (A) donne 2" en fonction de m et de n.

Si P'on fait varier successivement m et n d’'une quantité
trés-petite, on aura deux nouveaux plans tangents tres-voi-
sins du premier, et I'intersection commune de ces trois plans
appartiendra & la surface de I'onde. Il faut donc d’abord
différentier les équations (A) et (B) par rapport a m, en sup-
posant n constant, ce qui donne :

(z—-—mx—~ny)x+fv’m+(l+m’+n‘)%ffn3=o.. ..... (B3

vdv
dm

(1 + ) (@ — )+ (14 m) (6.’—1)’) + (m*+n*) (c*—*)]
— () (e —v)m=0........ (A"

Différentiant ensuite par rapport a r, sans faire varier
m, on trouve de méme :

(z—mx—ny)y+ v'n+ (1 +m‘+n’}2—,§§=o ...... (B,
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vdv
dn

(1 4+2) (@ =) + (1 4 7) (B — ) (') ()]
—(@—v*) (¢—v)rn=D0.......(A).

. . .. vdv , .
Maintenant si 'on élimine —, entre les deux équations

(ANet (B), et Q%; entre les équations (A,) et (B,), on aura deux

nouvelles équations qui ne renfermeront plus que les trois
quantités variables v, m et r, en sus des coordonnées rec-
tangulaires x,y, z; et en les réunissant aux équations (A)
et (B), on aura quatre équations entre lesquelles on pourra
éliminer », m et n. La relation obtenue par cette élimina-
nation entre les coordonnées z, y, z, sera I'équation géné-
rale des ondes, et appartiendra a la fois a la surface de 'onde
ordinaire et a celle de I'onde extraordinaire.

Autre maniére de calculer la surface des ondes.

Cette marche directe semble devoir entrainer dans des
calculs d’'une longueur rebutante, a cause du nombre des
quantités qu’il s'agit d’éliminer et du degré des équations.
On peut, a la vérité, éliminer 2* entre les équations (A) et
(B), avant de les différentier, ce qui donne une équation du
quatrieme degré en m et n. On arrive a une équation plus
simple et du troisieme degré seulement en suivant une autre
marche. On obtient aisément une équation du premier degré
en 2*, en faisant varier le plaﬁ sécant et par suite le plan
tangent qui lui est parallele, de maniere que d v soit nul;
alors l'intersection commune des deux positions successives
du plan tangent est la tangente qui passe par le pied de la
perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur le
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plan tangent; et cette tangente passant par le point de con-
tact peut servir a déterminer sa position aussi bien que le
plan tangent et par la méme méthode de différentiation et
d’élimination.

Si I'on différentie 'équation (A), en considérant » comme
constant, on trouve,
dn__ m(p—?) |
N dm n(a>—2%) "
en différentiant de la méme maniere 'équation (B) du plan
tangent, on a,

dn __ "vYmtz(z—mx—ny)
dm™— v'n~+y (z—mx—ny) *

Ces deux valeurs égalées donnent la relation,
(v'n+y(z—mx—ny)] (b*—2*)m==
[v’m + x(z—max—ny)|(@*—v)n,
dans laquelle les deux termes contenant * se détruisent, et
qui devient : ) ,
mn(a*—b)v'+ (z—mx—ny)(my—nx)v* +
(z—mx —ny) (nax*—mby)=o;

(z—mz—ny)?

ou mettant a la place de »* sa valeur e Ct suppri-

mant le facteur commun z—max—ny,

(z—mx—ny)(my—nx)+mn{@—>b*)(z—mx—ny)+
(na*x—mby)(1 +m* +n*)=o.....(C).

Maintenant pour avoir la surface de I'onde, il suffit de
différentier cette équation successivement par rapport a m et
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a n, et den éliminer ensuite m et 2, a Paide de ces deux
nouvelles équations.

Ayant trouvé I'équation de la surface de I'onde par un
calcul beaucoup plus court, il me suffisait de vérifier si elle
satisfaisait a I'équation (C), dans laquelle m et n représen-

d d . e
tent le 7:; et le d—; de la surface cherchée. J’ai suivi cette mar-

che synthétique, parce qu'elle me semblait devoir étre plus
simple que I'élimination, et cependant les calculs dans les-
quels elle m'a entrainé sont tellement longs et fastidieux que
je ne crois pas devoir les transcrire ici. Je me contenterai
de dire que la condition exprimée par I'équation (C) est satis-
faite par 'équation suivante,

(xz_i_yz +Z1)(axxz+bzy2+czzz)_a7(b1+cz)xz_
b (@ +c)y—c (@ + b))z +a b’ c—o..... (D).

Jétais parvenu a cette équation en déterminant d’abord
I'intersection de la surface de I'onde avec chacun des plans
coordonnés , intersection qui présente la réunion d’un cercle
et d’'une ellipse : javais remarqué ensuite qu'on obtenait une
surface qui offrait le méme caractere, lorsque I'on coupait
Vellipsoide par une suite de plans diamétraux et qu'on me-
nait par son centre, perpendiculairement a chaque plan,
des rayons vecteurs égaux a la moitié de chbacun des axes
de la section diamétrale; car la surface qui passe par les
extrémités de tous ces rayons vecteurs ainsi déterminés,
donne aussi la réunion d'un cercle et d’'une ellipse dans son
intersection avec les trois plans coordonnés ;elle est d’ailleurs
du quatrieme degré seulement, et I'identité des sections faites
par les trois plans diamétraux conjugués rectangulaires
dans ces deux surfaces, m’aurait suffi pour établir leur
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identité, si j'avais pu démontrer que 'équation de Ponde:ne
pouvait point passer le quatrieme degré, ce qui paraissait
résulter des conditions mémes de sa génération; puisqu’il
n'y a que deux valeurs pour le carré »* de la distange de
lorigine au plan tangent, en sorte que la surface ne peut
avoir que deux nappes réelles; mais comme il n’était pas im-
possible que I'équation cherchée contint en outre des nappes
imaginaires, il fallait s'assurer directement, comme je l'ai
fait, que I'équation du quatrieme degré a laquelle I'ellipsoide
m’avait conduit satisfaisait & 'équation-(C) , qui exprime la
génération de la surface de 'onde. L
Calcul tres:simple qui conduit de l'équation d'un ellipsoide a

-celle de la surface des ondes. .. .

Le calcul par lequel je suis arrivé a Féquation: (D) est si
simple, que je crois pouvdir le placér-ici.>. . o .
~ Je prends-un ell1pso1de qui a les memes axes que 1 la sur-
face de l'élasticité; son equatlon est

Yy

boex+acy +abz=abc

soit z= px - ¢y, I'équation du plan sécant; les..carrés des
deux axes de la- section sont donnés par la relation sui-
vante , ' ' - '

a' (b’-—r) (c—mp + b (@ —r)(c —r)g +
c(@—r)(b’—r)=o, '

dans laquelle r représente le plus grand et le plus petit rayon
vecteur de cette section elliptique. :
Les équations d'une droite menée par le centre de Iellip-

1824. ‘ 8
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soide perpendiculairement au plan sécant sont,
E=—pP2Zz, et y——qz;
d’otr l'on tire,
¥

_—'—-‘.Z' - . »
p=—g, et g=—3 "

substituant ces valeurs dans I'équation ci-dessus, on a;

a'x (b —r) (¢ —r)+ b’y (@ —r')(c’—r’) +
¢z (@—r)(b—r)=o;

ou, en effectuant les mu'lﬁplications,

(@z+ by +eB)yrt—[(a (B + ) + b (@ + )y +
cz(az +'b’)'z’]-7"’ +aybxcn (xn +y: + Zz):o‘

Enfin, observant que = a* + »* + z*, et supprimant le
facteur commun z* + y* + z*,.on arrive a l équation (D),

(' 4y +z) (@2 + by +cz)—a* (b +c)— b (a*+c¢) y' —
c(@+b)z+ab c=o.

Si I'on veut rapporter la surface de 'onde a des coordon-
nées polaires, il faut mettre 7> a la place de 2* + y* + ret
substituer a z*, y°, 2z, leurs valeurs 7* cos’. X, r* cos®. Y,
r* cos’. Z, ce qui donne I’équation suivante, :

(a*cos.*X + &*c0s.* Y + ¢*c0s.*Z) r*—[a* (0* + ¢")cos.” X +
b*(a*+c*)cos.*Y + ¢*(a’ + b*)cos.* L r'+ a* b’ c’=o,
a l'aide de laquelle on peut calculer la longueur du rayon

vecteur de l'onde, cest-a-dire, sa vitesse de propagation
comptée suivant la direction méme du rayon lumineux,
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quand on connait les angles que celul ci fait avec les axes
d’élasticité du cristal.

Il est aisé de sassurer que les intersections de la surface
représentée par 'équation (D), avec les plans coordonnés, se
composent d’'un cercle et d’une ellipse; en effet, si I'on y
suppose z=o0, par exe'nple on trouve,

(a* “+b_y)(.7c +y)——a (b‘+c).2: b (@ +c y’+a b’c —o,

Ou,' N A . :
w,‘ (a 2’ +by .a’b’)(x’+y’—-—c’)‘=o,

I

equatlon qul se Compose de lequatlon dun cercle dont le
rayoh est c,et de celle d'une elhpse dont lea dem1 axes sont
aet b : S i

facteurs nztzonnels du ‘$econd degre que lor’sque deux des
- axesd eZathLte sont egaux PN

~ - - R

- Mais I'équation géne’rale de la surface de L'onde n’est pas,
comme celles de ces intersections, toujours décomposable en
deux facteurs rationnels du second degré, ainsi que je.m’en
suis assuré par la méthode des coéfficients indéterminés : on
'ne'"peut effectuer cette décomposition que lorsque deux des
axes sont égaux. Supposons, par exemple, que b =c, l'é-
quatlon (D) devxent alors: - : '

[a £+ b (y +z )]w’—i—y’-&—z )—2a b x* b (ca +4)(y" +z)+a b'=o0,
ou, , ' '

(.’L‘x’*"j’z‘f-Zz)[a'\l"-}:bz(y’—f-z:)—ﬂ(I-'b’]-_—-'b-’[az;;fb”—f'b?(y’—i:“%?)+6(rzbz]:0,
' 8. '
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ou enfin,
:;..,(xl +y+ 7 —b?) [‘7‘1-?1 + b (y'+ 2 )—a' b’ ]=o;

équation’ qui est le produit de celle d'une sphere par celle
d’un ellipsoide de révolation.

La Construction d’ Huygens, qui dete/ mine le chemin de plus
prompte arrivée, ou la direction du rayon réfracté, s'ap-
plique aux cristaux a deux axes, comme au spath cal-
caire, et en genéral a toutes les ondes de forme quelconque.

Cesta cé; deux surfaces qu'on méne successivement un plan
tangent, dans la construction que Huygens a donnée pour le
spath d’Islande. Dans le cas général des cristaux a deux axes,
Cest-a-dire lorsque les trois axes d’élasticité sont inégaux,
il faut mener un plan tangent a chacune des deux nappes de
la surface représentée par I'équation (D), et en joignant les
points de contact avec le centre de la surface, on aura les
directions des'deux chemins de prompte arrivée et par con-
séquent du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire.
Jemploie ici I'expression recue de rayon ordinaire, quoiqu’en
réalité dans ce cas genéral aucun des deux faisceaux ne suive
les lois de la réfraction ordinaire, ainsi qu'il résulte de 1'é-
quation.

La position de la droite par laquelle on doit mener le
plan tangent se détermine ici, comme dans la construction
d’Huygens, cest-a-dire qu'il faut prendre sur une direction
R'T (fig. 10) parallele aux rayons incidents une quantité BT
égale a I'espace parcouru par la lumiére en dehors du cris-
tal penhdant I'unité de temps; puis par le point B mener
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perpendiculairement a ces rayons le plan AB, qui représen-
tera un élément de 'onde incidente au commencement de
l'unité de temps, en supposant AB tres-petit relativement &
la distance du point lumineux. Maintenant, si par le point T
on mene une droite parallele a l'intersection de ce plan
avec la face du cristal, cette ligne projetée en T (1) sera l'in-
tersection de la surface avec 'élément AB de 'onde au bout
de l'unité de temps; c’est donc par cette droite qu'il faut
mener un plan tangent aux ondes formées dans le cristal au
bout du méme intervalle de temps, et dont les centres sont
situés sur la premiere intersection A : les points de contact M
‘et N avec les deux nappes de la surface de ces ondes déter-
mineront les deux directions AN et AM des deux rayons ré-
fractés, qui en général ne coincideront pas avec le plan de
la figure. La méme construction serait applicable & des
ondes d’'une forme quelconque, et le principe général du
chemin de plus_prompte arrivée ramene tous les problemes
sur la détermination des rayons réfractés au calcul de la sur-
face que I'onde affecte dans le milieu réfringent, '

Détermination des axes d’élasticité et des trois constantes
a, b, et ¢, de l'équation de londe.

Pour le cas qui fait 'objet de ce Mémoire, la surface de
Ponde est représentée par Téquation (D) : les directions de
ses axes sont données par 'observation, et doivent offrir pro-
bablement dans chaque cristal une relation tres-simple avec

(1) Le .plan dela figure est supposé perpendiculaire i lintersection du
plan AB avec la surface AT du cristal.
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ses lignes de cristallisation et ses faces de clivage (1); deux
de ces axes divisent en deux parties égales l'angle aigu et
'angle obtus compris entre les deux axes optiques, dont la
direction peut étre déterminée immédiatement par I'obser-
vation, et le troisieme axe d’élasticité est perpendiculaire
au plan des deux axes optiques. On peut encore trouver
les directions des axes d’¢lasticité en observant celles des
plans de polarisation de la lumiere émergente, a l'aide de la
regle tres-simple relative a ces plans que M. Biot a déduite
de ses experiences, et qui se trouve étre une conséquence
de notre théorie, comme nous allons le montrer bientdt (2).
Quant aux constantes @, &, ¢, ou les trois demi-axes de la
surface d’élasticité, ils représentent par hypothese les vitesses
de propagation des vibrations paralléles aux axes des =z,
des y et des z, c'est-a-dire lés espaces qu’elles parcourent
pendant l'unité de temps. On peut déterminer ces vitesses

(1) Il semblerait que les axes d'élasticité devraient toujours affecter des
directions symétriques relativement aux faces correspondantes du cristal ,
c'est-a-dire qu'ils devraient étre des axes de symétrie pour la forme, comme
ils le sont pour Vélasticité : cependant M. Mitscherlich a remarqué plu-
sieurs cristaux dans lesquels la ligne qui' divise en deux parties égales
I'angle des deux axes optiques, ne se trouve pas dirigée symétriquement
par rapport aux faces correspondantes de cristallisation.

(2) En disant que la construction simple ct élégante donnée par M. Biot
pour déterminer les plans de polarisation est une conséquence de notre
théorie, je ne veux pas faire entendre que j'aie quelque droit i partager
I'honneur de cette découverte, puisque les travaux de M. Biot sur la double
réfraction sont bien antéricurs aux miens; je veux dire seulement que la
loi qu'il avait trouvée découle nécessairement de la théorie que jc viens
d’exposer, et qu'il s'agit ici d’'une confirmation frappante et non pas sim-
plement d'un fait qu'on ferait coincider avec le calcul 4 I'aide d'une con-
stante arbitraire ou par I'addition d’une hypothése subsidiaire.
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de bieni'des manieres ¢ la plus directe est demesurer succes,
sivement les vitesses: des rayons réfractés paralleles a cha-
cun des axes d’élasticité; et dont les vibrations sont paralleles
4 un des deuax autres axes; 'on’ emploiera a cet effet les
observations ordinaires de réfraction, ou le proé¢édeé plus .dé-
licat que fournit le principe des interférences, et qui permet
d’évaluer les plus petites différences de-vitesse. En pargou-
rant le cristal parallelement 4 I'axe des x, la lamiere af-
fecte denx vitesses, qui mesurées donnent b et ¢; parallele:
ment aux y ces deux vitesses sont @ et ¢; et parallelement
aux z elles sont @ et . Ainsi deux de ces mesures faites avec
soin suffisent & la- rngueur pour déterminer les trois quan-' '
- tités a; b, o SRR ~

On peut déduire de la construction dHuygens appllquee
- & éqguation (D), des formules générales qui. donnent la di-
rection des rayons réfractés pour toutes:les directions des
tayons incidents et de la surface du cristal relativement- 4
ces axes, comme Malus I'a fait pour le spath'd'lslande, ou
I'onde extraordinaire est un ellipsoide de révolution, Je n’ai
- point calculé ces formules, dont je n’avais pas besoin pour
verifier ma théorie sur la topaze. En général, tant quil sa-
git de cristaux dont la_double réfraction est faible, et quand
on se borne a chercher la divergence des deux. faisceaux ob-

\

tenus en taillant le cristal en prisme, il suffit de déterminer
d’'abord approximativement la direction du rayon Jumineux
dans l'intérieur du cristal, d’apres la loi de Descartes, avec
Iindex de réfraction des rayoos ordinaires ou extraordinai-
res; et lorsque Pon connait ainsi la direction approchée du
rayon réfracté, on peut calculer les deux vitesses corres-
pondantes au moyen de I'équation (D), ou les deux vitesses
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de I'onde ‘mesurées perpendiculairement a son plan au
moyen de l'équation (C), qui représente la section faite
dans la surface d’élasticité par un plan diamétral parallele a
I'onde, et dans laquelle m et n sont donnés des que I'on
connait la direction de 'onde réfractée. Ces deux vitesses
une fois connues, il devient facile d’en conclure la direction
et la divergence des deux faisceaux ou des deux systemes
d'ondes émergents. Sil'on voulait d’ailleurs pousser plus loin
I'exactitude, il faudrait déterminer avec la vitesse ainsi cal-
culée une nouvelle direction plus approchée du rayon ou
du plan de I'onde dans le cristal, et calculer de nouveau la
vitesse correspondante, a I'aide de I'équation (D) ou de
I'équation (C), selon qu'on voudrait obtenir ]a vitesse me-
surée sur le rayon ou la normale au plan de l'onde; puis
on en conclurait la direction de chacun des deux faisceaux
émergents. Cette méthode est tout aussi exacte et bien moins
pénible que 'emploi des formules dont nous venons de par-
ler, qui seraient sans doute tres- compliquées. Elle peut
méme sappliquer aux cristaux dont la double réfraction
est la plus énergique, en répétant I'opération un nombre de
fois suffisant.

Quand il s'agit de vérifier la loi des vitesses par une expé-
rience de diffraction, il suffit de considérer la vitesse de
propagation de l'onde réfractée mesurée perpendiculaire-
ment & son plan; c'est méme la méthode la plus simple,
parce que l'expérience donne immédiatement la différence
entre les nombres des ondulations exécutées dans I'épaisseur
des plaques, dont il est aisé de conclure immeédiatement la
différence de marche des deux systemes d’ondes, puisque
ces nombres sont égaux 4 I'épaisseur de la plaque divisée
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par les deux longueurs d’ondulation ou les deux vitesses
mesurées perpendiculairement au plan des ondes, quelle
que soit d’ailleurs l'obliquité des rayons sur la surface des
ondes. Supposons, par exemple, qu'une plaque de cristal a
faces paralleles ABFD (fig. 11) est traversée perpendiculaire-
ment par un faisceau lumineux venant d'un point assez
€loigné pour qu'on puisse considérer comme plane la petite
étendue de Yonde incidente AB qui subit la réfraction:
Tonde réfractée sera, dans toutes ses positions successives,
.plane et parallele a AB; par conséquent il suffira de con-
naitre la vitesse de propagation de cette onde mesurée sui-
vant CD perpendiculairement a AB, pour savoir quel temps
relatif elle a employé a parcourir 1’ épaisseur de la plaque,
ou quel nombre d’ondulations elle y a exécutées. Il est inu-
tile de calculer la direction oblique ED par laquelle les rayons
réfractés sont arrivés en D vis-a-vis la fente T pratiquée dans
écran; mais si 'on suivait cette marche, au lieu d’employer
la vitesse déduite de I'équation que nous venons de rap-
peler, et dans laquelle elle est supposée comptée sur la
normale a londe il faudrait se servir de la vitesse donnée
par I'équation (D) ou élle est comptée sur la direction du
rayon ED, et 'on arriverait évidemment au méme résultat.

Définition du mot rayon.

Le mot rayon dans la théorie des ondes, doit toujours
étre appliqué a la ligne qui va du centre de l'onde 4 un
point de sa surface, quelle que soit d’ailleurs linclinaison
de cette ligne sur I'élément auquel elle aboutit, ainsi que
'a remarqué Huygens; car cette ligne offre en effet toutes

1824. 19
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les propriétés optiques de ce qu'on appelle rayon dans le
systeme de l'émission. Ainsi, quand on veut traduire les
résultats de la premiere théorie daus le langage de la seconde,
il faut toujours supposer que la ligne parcourue par les mo-
lécules lumineuses, dans I'hypothése de I'émission, a la méme
direction que le rayon mene du centre de I'onde au point
de sa surface que l'on considere. Ce que nous avons dit pre-
cédemment pour établir ce principe aura peut-étre paru
suffisant : nous croyons utile cependant de I'appuyer encore
sur une nouvelle considération tirée d’'une autre maniere
de juger par expérience de la direction du rayon réfracté.

Nouvelle considération qui montre encore que le rayon
vecteur de la surface de Uonde est bien la direction du
rayon lumineuzx.

Supposons, comme tout-a-'heure, que l'onde incidente
soit plane et parallele a la surface d'entrée du cristal, mais
que Pécran percé d'un petit trou, soit placé sur la pre-
miere face au lieu d'étre sur la seconde, et qu'on veuille
juger de la direction du rayon réfracté par le point D
(fig. 12) ou la lumiere ainsi introduite va frapper la seconde
face: le point que l'on regardera comme répondant a l'axe
du faisceau lumineux sera le centre D des petits anneaux
brillants et obscurs projetés sur la face FD, et cest en ce
point central que se trouvera le maximum de lumiere, si le
trou m n est assez petit relativement 4 la distance ED. La
position du centre D est déterminée par la condition que les
rayons partis des divers points m et n de la circonférence de
Pouverture arrivent en méme temps en D; ce point doit étre
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I'endroit le plus vivement éclairé, tant que le diametre de
I'ouverture est assez petit par rapport a la distance ED pour
que la différence de marche entre les rayons partis du centre
et de la circonférence n’excede pas une demi-ondulation. Or,
pour comparer la marche des ébranlements élémentaires
qui émanent des diverses parties de la surface de l'onde
comprise dans I'étendue de la petite ouverture, il faut con-
cevoir les ondes qu'ils produiraient séparément dans le méme
intervalle de temps, et en conclure la différence entre leurs
instants d’arrivée en -D. Soit 7Ds Tonde élémentaire ayant
pour centre le milieu E de l'ouverture; si on lui mene un
plan tangent FD parallele a I'onde incidente AB, le point
de contact D satisfera 4 la condition que nous venons
d’énoncer; car Vonde élémentaire partie de E sera celle qui
y arrivera la premiere; et, en raison de la propriété géné-
rale des minimum ou maximum, toutes les différences seront
égales et symétriques a une petite distance autour du plus
court chemin ED, c’est-a-dire que les ondes élémentaires
parties des points 7 et n également distants de E, se trou-
veront en arriere de la méme quantité en D relativement a
I'onde partie de E; et arriveront ainsi en D en méme temps;
c'est d'ailleurs aupres du minimum ou du maximum d’ane
fonction que ses variations sont les plus insensibles; ce sera
donc pour le point D qu’il y aura les plus petites différences
possibles entre les chemins parcourus au méme instant par
les ondes élémentaires-parties de 'ouverture m n, et qu'il
y aura conséquemment le plus d’accord entre leurs vibra-
tions, si, comme nous l'avons supposé, les plus grandes
différences n’excedent pas une demi-ondulation; c'est donc
en D que se trouvera le mazimum de lumiere, et par con-

19.
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séquent ED sera sous ce rapport, comme sous tous les au-
tres, la direction du rayon lumineux dans le cristal. Main-
tenant, si I'on supprime I'écran, on devra dire encore que
les rayons réfractés qui partent des différents points de 'onde
incidente, considérée alors comme indéfinie, sont paralleles
a ED, c'est-a-dire au rayon vecteur dirigé vers le point de
la surface d'une onde intérieure pour lequel le plan tangent
est parallele a Fonde réfractée.

Le sens qu'il faut attacher au mot rayon lumineux étant
ainsi bien établi, on voit que l'ellipsoide construit sur les
mémes axes rectangulaires que la surface d’élasticité donne
rigoureusement, par les deux demi-axes de sa section dia-
métrale, les vitesses des rayons réfractés perpendiculaires a
cette section, comme la construction analogue faite dans la
surface d’élasticité donne les vitesses de propagation des
ondes paralleles a la section diamétrale, ces vitesses étant
comptées perpendiculairement au plan des ondes. Ainsi
comprise, la premiere construction est une conséquence ma-
thématique de la seconde, et représente les phénomenes
d’'une maniere aussi rigoureuse, quelle que soit d'ailleurs
I'énergie de la double réfraction ou l'inégalite des trois axes
a, b, c.

En traduisant dans le langage du systeme de I'émission la
loi d'Huygens pour la double réfraction du spath d'Islande,
M. de Laplace a trouvé par une ¢légante application du prin-
cipe de la moindre action, que la différence entre les carrés
des vitesses des deux faisceaux ordinaire et extraordinaire
était proportionnelle au carré du sinus de l'angle que le
rayon extraordinaire fait avec 'axe du cristal. Guidé par
'analogie, M. Biot a pensé que dans les cristaux & deux axes
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la méme différence devait étre proportionnelle au produit
des sinus des angles que le rayon extraordinaire fait avec cha-
cun des axes optiques, produit qui redevieiit égal au carré
du sinus lorsque ces deux axes se réunissent en un seul.
‘M. Biota vérifié cette loi par de nombreuses expériences ayant
pour objet de déterminer 'angle de divergence du faisceau
ordinaire et du faisceau extraordinaire : il a comparé ces me-
sures avec les nombres déduits de la loi-du produit des si-
nus par le principe de la moindre action, €t a trouvé tou-
jours un accord satisfaisant entre les résultats du calcul et
‘ceux de l'expérience. En transformant les formules’ données
antérieurement par M. Brewster, M. Biot a reconnu que-la
loi du prodmt des sinus a laquelle il avait été conduit par
I'analogie, se trouvait implicitemént renfermée dans les for-
mules plus compliquées que M. Brewster avait déduites de
ses observations; ainsi les expériences du physicien écossais,
comme celles de M. Biot, établissent I'exactitude de la loi du
produit des sinus. Pour la traduire dans le langage de la
théorie des ondes, il faut se rappeler que les vitesses des
rayons incidents et réfractés y sont en rapport inverse de ce
qu’elles seraient d’apres le systeme de I'émission : ainsi, la
différence des carrés des vitesses des faisceaux ordinaire et
extraordinaire considérces sous le point de vue de ce sys-
teme, répond dans celui des ondes a-la différence des quo-
tients de l'unité divisée par les carrés des vitesses des mémes
rayons. Or, je vais démontrer que cette derniére différence
doit étre effectivement égale &4 un facteur constant multi-
pli€ par le produit des deux sinus, d’apres la construction
que j'ai donnée pour déterminer la vitesse des rayons lu-
mineux par une section normale faite dans Pellipsoide con-
struit sur les trois axes d’élasticité.
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Démanstration théorique de la loi de MM. Biot et Brewster,
- isur la. différence des carrés des vitesses.

Soient BB" et CC’ (fig. 13) le plus grand et le plus petlt
diametre de Lellipsoide : je prends toujours le premier pour
axe des .z et.le.second pour axe des z, le diametre moyen
coincidant avec l'axe:des y projeté en A .centre de lellip-
soide. Si I'on appelle.axes optiques du milieu , -les directions
suivant lesquelles les rayons lumineux qui le parcourent ne
peuvent avoir quune seule vitesse, celles qui jouissent de
cette propriété sont, d’apres la construction qui détermine
la vitesse des rayons lumineux, les deux diametres de l'ellip-
soide perpendiculaires aux sections circulaires. Cela posé,
soit

Sr+gy +hr=r1,

I'équation de lellipsoide; si l'on y fait y=o0, on aura
Sfx* -+ hz*=1 pour I'équation de I'ellipse CMBN C'M'B'N’
située dans le plan de la figure, que nous supposons coinci-
der avec celui des zz. Les deux plans diamétraux MM’ et
NN’ qui coupent lellipsoide suivant un cercle, passent par
'axe moyen projeté en A, et doivent étre inclinés sur I'axe
des x d'un angle 7 tel que les demi-diametres AM et AN
soient €gaux au demi-axe moyen de lellipsoide, ou que les
carrés de ceux-la soient égaux au carré de celui-ci, qui

I ’
est & Représentons AM ou AN par r, nous aurons
z=—=rsin.z, et £=rcos.t;

substituant ces valeurs dans I'équation de Vellipse fx* +hz'=1,
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on a : L
JSricos i Arisinii=r,

. I
ou, puisque r’:g,_
» Seos i+ hsinli=g;
d’our- P'on tire :

sin.’i——f_g

—.}-(?I‘; (‘OS l——

—h __f—8g.
§==3 tangz prm

a—h

Ainsi l’équation du plan AM est’ z=2x \/f_T_g.', et celle du

plan AN de lautre -section circulaire, . = —a \/ I=

Soit | y——px+ qz l’équatlon du plan dlametral mené per
pendlculalrement aun rayon lumineux d'une direction quel-
conque; il s'agit de calculer la différence - entre les deux
quotients de Tunité divisée successivement par les carrés
des demi-axes de sa section. elliptique ,» én fonction' des an-
gles que ce plan fait avec les deux sectlons circulaires; car
ces angles sont é€gaux a- ceux- que la normale A ce plan ou
le rayon lumineux, fait avec les normales aux deux sections

circulaires , c’est-a-dire. avec les deux axes. optiques du
cristal. Or, si 'on appelle 2 Langle compris-entre le plan
y=px+qz et la section circulaire MM', et n l'angle qu’il
fait avec l'autre section circulaire NN’, on a:

PVi—s—9q \/g——"h
Vi—k X Viigpitq* +o

COS. m—

et

P Vf—g+9l/g—h

< . VIi—E X V'Y “+p* 4-q

d'ou 'on tire : _ -

COs. n—




X
"y

V4
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7 __ (f—g) (cos.n—cos. m)*
p>~ (g—h)(cos.n+ cos.m)* ’

et

:-—-(f—-— k) (g — k) (cos. n+-cos.m)* — (f—g) (f—h)(cos.n—cos.m)' + 4( f—g) (g — &)

(f—*)(g—7)(cos. n+ cos.m)?

Calculons maintenant les deux diametres de la section
elliptique, qui donnent les vitesses des rayons ordinaire et
extraordinaire perpendiculaires au plan de cette section : il
suffit pour cela de former I'équation polaire de 'ellipsoide,
et de chercher les valeurs mazximum et minimum du rayon
vecteur dans ce plan. Soient x=qay et z=py les équations
geénérales du rayon vecteur; le carré de sa longueur sera
égal & z*+y’+2°, ou a y*(1+«*+p*), ¥ répondant au
point d’intersection de la droite avec la surface de I'ellip-
soide. Les équations de la droite et de la surface ayant lieu
en méme temps pour ce point, on a ¥’ (fua' + AR +g)=1;
d'ou l'on tire, y*— m; et par conséquent le carré

, v I4a4-p? .
du rayon vecteur est égal a B , €Xpression que nous

, SO hE+g
égalerons a %, afin que la variable ¢ représente l'unité di-

visée par le carré du rayon vecteur : nous obtenons ainsi I'é-
quation polaire de lellipsoide

S +hp +g=t(1 +o +§),

dont Petit a fait une application si élégante a la discussion
générale des surfaces du second degré.

Pour exprimer que le rayon vecteur particulier que nous
considérons est contenu dans le plan y=px + ¢z, il faut
écrire 1==pa« + ¢p, équation qui étant différentiée par rap-
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port a « et a 8, ‘donne,

dg
da

N 1N

Si 'on ditférentie de méme I'équation polaire de lellip-
soide en considérant § et ¢ comme fonction de «, on a

dsg. o dt ' a
2fa+2lz;3.;-1—2=(1 +a’+B’)z+2ta+2t.7‘%,

ou mettant pour g——@ la valeur ci-dessus —2,
. = p
dt
2qfa—aphB—2tga+2tpp=(_1 +a’+{3’)7a ;
d’ou l'on tire

« ‘a_li__zgfa—zpl_zg—ntgu—i—ztpﬁ
da™ 1+a’+p°

Lorsque le rayon vecteur atteint son maximum ou son
minimum , t est & Son minimum ou son marimum, et par

' ; de . . v .
conséquent —~ devient égal & zéro, on a donc,
2qfa—ophf— 2tqa+2tpp=0,

ou,

«q (¢t —f)—Bp(t—h)=o.

Si 'on joint & cette relation 'équation de condition,
pet+gp=iI,

qui exprime que le rayon vecteur est contenu dans le plan.

de la section elliptique, on en tire les valeurs suivantes de «

et B correspondant aux valeurs mazimum et minimum du
1824. 20
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rayon vecteur,

__ p(t—h) B— q(¢—f) .
=+ —f)’ PE—h+gt—/

On peut mettre I'équation polaire de l'ellipsoide sous a
forme

o (t—f) + ' (t—h) + t—g=0;
et substituant a la place de « et g leurs valeurs, on a

P (E—=hy t—S)+ ¢ (t~fV t—h) + (t— )P’ (t—h)+ " (t—f)] =0,
ou, |

E=AE=m[pE—h)+ g (t=N]+E—g)p't —h) +q (t—f =0,
ou enfin, en supprimant le facteur commun p*(¢—»h)+
qz(t——f%
=)t =) +p (t—g)(t—h) + ¢ (t—f)(t—g)=0;

équation du second degré qui doit donner 4 la fois les va-
leurs maximum et minimum de ¢, c'esta-dire, les deux
valeurs de £ qui correspondent i celles des demi-axes de la
section elliptique. '

On peut diviser cette équation par p* et la mettre sous
la forme

(t=f)(E= B+ (t—g) (6= ) + L (=) (e—g)=o0;

et en substituant pour [;x- et 1%; les valeurs que nous avons

trouvées plus haut en fonction des angles 7 et 1, on arrive
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apres plusieurs réductions a 'équation,

E—t[ f+ h— (f—h)cos.ncos.m] + fh+ ;(cos.'n + cos.”m) (f—h)'—
tcos. ncos.m(f*—h’)=o0;
d’ou T'on tire .

t=3(f+ h)‘—f(f"—h> €os.71 Cbs-m + (f— ]b) V' ~c0s.* 7 C08."m —- cos.2n—cos.* m ,

ou
f=%(f+k)-—-i(f-——k)cos.n;:os.}n—.t L(f—h)sin.n.sin.m;(1)

donc la différence entre les deux valeurs de ¢, ou la quan-
tité cherchée, est égale a

(f—h)sin.n.sin.m ;

par conséquent cette différence est proportionnelle au pro-
duit des sinus des deux angles m et n; ce qu'il fallait dé-
montrer.

Les angles dont il s'agit sont ceux que la direction com-
mune des rayons ordinaire et extraordinaire fait avec les
deux diametres de lellipsoide perpendiculaires aux sections
circulaires, diametres que nous avons appelés axes optiques,
en admettant qu'on devait donner ce nom aux deux direc-
tions suivant lesquelles les rayons lumineux traversent le

(1) Les deux valeurs de ¢, qui donnent-les quotients de I'unité divisée
successivement par les carrés des vitesses du rayon ordinaire et du rayon
extraordinaire , peuvent étre mises sous la forme suivante :

t=1(f+ B)— 3 (f—R)cos. (m+n),
t==2(ft b)— & (f—h)cos.(m-—n).

et

2Q.
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cristal sans y éprouver de double réfraction. Mais il est a
remarquer qu'en général ces rayons rencontrent oblique-
ment I'élément de la surface des ondes lumineuses auquel
ils correspondent : or nous avons fait remarquer précédem-
ment que si la surface du cristal était parallele a cet élément
ou a son plan tangent, la direction normale serait celle
gu'il faudrait donner au faisceau incident pour qu'il n’éprou-
vat-pas de double réfraction en pénétrant dans le cristal ;
d’ou il semblerait qu'on devrait aussi donner le nom d'azes
optiques a ces deux directions des rayons incidents, qui ne
coincident pas avec les deux normales aux sections circu-
. laires de Pellipsoide; ainsi, la direction des axes optiques
serait différente, selon qu'on la jugerait d'apres la direction
des rayons incidents, perpendiculaires a la fois & la surface
des ondes incidentes et des ondes réfractées, ou d’apres la
direction des rayons réfractés correspondant a ces ondes. A
la vérité, cette différence est tres-légere dans presque tous
les cristaux a deux axes; mais il en est quelques-uns ou elle
devient plus sensible et ou1 'on ne peut plus confondre les
deux directions : celle a laquelle il parait le plus convenable
de donner le nom d'axe optique du cristal est la direction
des rayons réfractés qui le parcourent sams éprouver de
double réfraction; en adoptant cette définition, la loi du
produit des sinus des angles qu'un rayon quelconque fait
avec les deux axes optiques, devient une conséquence rigou-
reuse de notre théorie, ainsi que nous venons de le dé-
montrer.

Jusqu'ici nous nous sommes occupes uniquement de la
vitesse et de la direction des ondes et des rayons; nous allons
chercher maintenant leurs plans de polarisation.
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’ > [ . . . - ¥ X} -
Plans de polarisation des ondes ordinaires et extraordinaires.

D’apres ce que nous avons dit au commencement de ce
- Mémoire, en déduisant notre hypothese sur la nature des
vibrations lumineuses des phénomenes que présente linter-
férence des rayons polarisés, le plan de polarisation doit étre
parallele ou perpendiculaire 4 la direction des vibrations
lumineuses : il ne s'agit plus mainténant que de choisir entre
ces deux directions celle qui s'accorde avec l'acception regue:
or on appelle pian de polarisation du faisceau ordinaire
dans les cristaux a un axe, le plan mené par ce faisceau paral-
lelement a Paxe du cristal; et il est clair que les vibrations
ordinaires, c'est-a-dire celles qui mettent toujours en jeu la
méme €lasticité, sont les vibrations perpendiculaires a 'axe
du cristal : en effet, dans le cas des cristaux & un axe, la sur-
" face d’élasticité devient une surface de révolution, et chaque
section diamétrale a toujours son plus grand ou plus petit
_ rayon vecteur situé sur l'intersection de son plan avec I'équa-
teur; c'est donc ce rayon vecteur qui reste constant, puisque
I'équateur est un cercle, et qui donne en conséquence la
direction des vibrations ordinaires; d’'oit l'on voit que ces
vibrations sont toujours perpendiculaires a 'axe du cristal;
ainsi, le plan mené suivant cet axe et le rayon ordinaire est
perpendiculaire a ces vibrations, puisqu’elles.sont aussi per-
pendiculaires az rayon ordinaire, en raison de la sphéri-
cité de I'onde a laquelle elles appartiennent; mais ce.plan
est précisément, commnie nous venons de le dire, ce qu’on est
convenu d’appeler le plan de polarisation du rayon ordi-
naire; ainsi nous appellerons plan de polarisation d’une onde
lumineuse, le plan normal i la direction de ses vibrations.
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Cette définition théorique s'accorde avec le sens qu'on
attache a 'expression plan de polarisation dans le systeme
de I'émission, tant que 'onde est spheérique et que ses vibra-
tions sont perpendiculaires au rayon lumineux, parce
qualors le plan de polarisation passe toujours par le rayon;
mais quand les vibrations sont obliques au rayon, le plan
de polarisation, qui doit leur étre perpendiculaire d’apres
notre définition, ne contient plus le rayon lumineux, tandis
que dans le systeme de I'émission on le suppose toujours
dirigé suivant ce rayon. Ainsi, l'on n’attribuerait pas exac-
tement la méme direction, d’apres les deux théories, aux
plans de polarisation des rayons lumineux dans les milieux
ol leurs ondes n'ont plus la forme sphérique. Mais d’abord,
cette différence serait toujours assez légere, parce que la
surface des ondes lumineuses ne s’écarte pas beaucoup de la
forme sphérique méme dans les cristaux dont la double
réfraction est la plus énergique; en second lieu, il devient
inutile d’en tenir compte pour les expériences faites par
M. Biot et les autres physiciens sur la direction des plans de
polarisation des rayons ordinaires et extraordinaires, puisque
cest toujours en dehors du cristal et d’apres la direction des
plans de polarisation des rayons incidents ou émergents
quils ont jugé de celle des plans de polarisation des rayons
réfractés.

Ainsi, par exemple, supposons qu'on veuille déterminer
les plans de polarisation de la réfraction ordinaire et extraor-
dinaire dans une plaque cristallisée a faces paralleles et per-
pendiculaires aux rayons incidents; il suffit pour cela d’em-
ployer de la lumiere préalablement polarisée, et de tourner
la plaque dans son plan, jusqu’a ce que le faisceau émer-
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gent, analysé avec un prisme ou un rhomboide de spath
d'Islande, ne présente plus aucune trace de dépolarisation
par l'effet de son passage au travers de la plaque cristallisée
lorsque cette condition est remplie, on peut en conclure que
le plan de polarisation de P'onde réfractée coincide avec celui
de l'onde incidente : il y a toujours deux positions de la
plaque qui. satisfont & cette condition, et donnent ainsi le
~moyen de tracer sur le cristal la direction des plans de pola-
risation de la réfraction ordinaire et de la réfraction extraor-
dinaire. Dans cette expérience, 'onde incidente étant paral-
lele aux faces de la plaque cristallisée, conserve ce parallélisme
en la parcourant; et si la direction des vibrations de I'onde
incidente coincide avec celle de I'un des axes de la section
diamétrale parallele faite dans la surface délasticité, elles
n’éprouvent plus de déviationi en parcourant le cristal; alors,
les ondes incidente, réfractée et €mergente, ont toutes trois
le méme plan de polarisation, et leurs surfaces sont paral-
leles, quoique dailleurs les rayons réfractés puissent étre
obliques & leur onde, et ne pas se trouver ainsi sur le
prolongement des rayons incidents et émergents. Dans ce
cas, la définition du plan de polarisation selon le systeme de
I'émission ne donne plus rigoureusement pour le plan de
polarisation des rayons réfractés la méme direction que la
définition tirée de notre théorie, quoiquelles s'accordent
d’ailleurs sur.la direction des plans de polarisation des rayons
incidents et émergents, les seuls ‘qu'on puisse déterminer
immédiatement-par l'observation.

En considérant toujours comme le véritable plan de pola-
risation celui qui est perpendiculaire aux vibrations lumi-
neuses, je vais démontrer que les plans de polarisation des
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ondes ordinaires et extraordinaires divisent en deux parties
égales les angles diedres formés par les deux plans menés
suivant la normale & 'onde et les deux normales aux plans
des sections circulaires de la surface d’élasticité.

La régle donnée par M. Biot pour déterminer la direction
des plans de polarisation des rayons ordinaires et extraor-
dinaires s’accorde avec la théorie exposée dans ce Mémorre.
En effet, supposons que l'on coupe cette surface par un

plan diamétral parallele a 'onde, les deux axes de cette sec-

tion donneront les directions des vibrations ordinaires et
extraordinaires ; si donc on mene par le centre deux plans
perpendiculaires a ces deux diametres, ce seront les plans
de polarisation respectifs des vibrations ordinaires et extraor-
dinaires. Or, il faut remarquer, 1° quils passeront chacun
par un des axes de la section, puisque ceux-ci sont perpen-
diculaires entre eux; 2° que les axes de la section diamétrale
~la coupant chacun en deux moitiés symétriques, doivent
diviser en parties égales les angles aigus et obtus formés par
les deux lignes suivant lesquelles le plan de cette section
rencontre ceux des sections circulaires, puisque dans ces
deux directions, les rayons vecteurs de la section diamétrale
sont égaux entre eux comme appartenant en méme temps
aux deux sections circulaires qui ont le méme diametre.
Cela posé, concevons une sphere concentrique a la surface
d’élasticité; le plan de la section diamétrale et les deux plans
des sections circulaires traceront sur cette sphere un triangle
spherique, dont le c6té compris dans le premier plan sera
divisé en deux parties égales par un des plans de polarisation :
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son triangle supplémentaire sera celui que formeront les
normales de ces trois plans menées par le centre commun,
Cest-a-dire celui qui résultera de l'intersection de la surface
sphérique avec les trois plans menés suivant ces trois nor-
males prises deux a deux : or, les plans qui divisent en deux
parties égales les cdtés du premier triangle, divisent en
deux parties égales aussi les angles du second; cest une
propriété des triangles supplémentaires facile & démontrer;
donc, le plan de polarisation, qui divise en deux parties
égales le coté du premier triangle compris dans la section
diamétrale, divise aussi en deux parties égales I'angle cor-
respondant du second triangle, cest-a-dire ’l’augl'e diedre
formé par les deux plans menés suivant la normale a P'onde
et les diametres perpendiculaires aux deux sections circu-~
laires; et par la méme raison, l'autre plan de polarisation
doit diviser en deux parties égales le supplément de cet
angle diedre.

M. Biot a déduit de ses observations sur la double réfrac-
tion de la topaze et de plusieurs autres cristaux a deux axes
la regle suivante, pour déterminer la direction des plans de
polarisation des rayons ordinaires et extraordinaires.

Concevez un plan mené par chacun des axes du cristal
et par le rayon qui subit la réfraction ordinaire. Concevez
par ce méme rayon un troisiéme plan qui divise en deux
parties égales Uangle diédre que les deux premiers forment.
Les molécules lumineuses qur ont subi la réfraction ordi-
naire sont polarisées suivant ce plan intermédiaire; et les
molécules qui ont subi la réfraction extraordinaire sont
polarisées perpendiculairement au plan intermédiaire mené
par le rayon extraordinaire suivant les mémes conditions.

1824. 21
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(Précis élémentaire de physique expérimentale, tom. 11, pag.
502.)

Les lignes que M. Biot appelle ici les axes du cristal, sont
celles que nous avons nommeées axes optiques. Nous avons
remarqué que pour accorder le mieux possible le langage du
systeme des ondulations avec celui de I'émission, il fallait
appeler axe optique la direction suivant laquelle les rayons
lumineux parcourent le cristal sans y subir la double réfrac-
tion; et en adoptant cette définition, nous avons démontré
que la loi du produit des deux sinus était une conséquence
rigoureuse de notre théorie. Il n'en est plus de méme de la
regle de M. Biot relative a la détermination des plans de
polarisation. Son énoncé ne s'accorde pas rigoureusement
avec,la construction que nous venons de déduire des pro-
priétés de la surface d'élasticité; parce que les angles diedres
divisés en deux parties égales par les plans de polarisation,
d’apres cette construction, sont menés suivant la normale a
I'onde et les deux normales aux sections circulaires de la
surface d’élasticité, et qu'en geénéral la normale a 'onde ne
coincide pas tout-a-fait avec la direction du rayon réfracté,
ni les normales aux sections circulaires de la méme surface
avec les véritables axes optiques, qui sont les perpendicu-
laires aux sections circulaires de Vellipsoide. A la vérité, le
théoreme de géométrie que nous venons de démontrer pour
la surface d’élasticité sapplique également a Uellipsoide; mais
le plus grand et le plus petit rayon vecteur de la section
diamétrale faite dans l'ellipsoide perpendiculairement a la
direction du rayon lumineux, ne donnent plus la direction
de ses vibrations; en sorte que les plans qui leur sont per-
pendiculaires ne sont plus les véritables plans de polarisa-
tion des ondes réfractées. La régle de M. Biot ne s’accorde
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donc pas rigoureusement avec notre théorie. Mais il faut faire
attention, 1° que dans les cristaux qu'il a employés, les nor-
males aux sections circulaires de la surface d’élasticité diffe-
rent si peu de la direction des véritables axes optiques, qu'on
pourrait les confondre sans quil en résultit d’erreur sen-
sible pour la direction des plans de polarisation; 20 que,
dans les mémes cristaux, les rayons dirigés suivant les axes
optiques sont presque normaux aux ondes correspondantes;
3° enfin, que cet habile physicien n’a pu déterminer direc-
tement que le plan de polarisation des faisceaux incidents
ou émergents, et non celui des rayons réfractés. Les petites
différences qui nous sont indiquées ici par la théorie seraient
sans doute tres-difficiles & coustater, méme dans ceux des
cristaux a deux axes dont la double réfraction est la plus
énergique ; car on ne saurait déterminer avec une grande
précision, par les moyens connus, la direction du plan de
polarisation d'un rayon lumineux; et il y a encore ici une
difficulté de plus, celle de fixer la direction du plan de pola-
risation dans I'intérieur du cristal d’aprés des observations
faites sur les rayons émergents. Ainsi; loin de voir une
objection contre notre théorie dans la regle donnée par
M. Biot, on doit plut6t la considérer comme en étant une
confirmation , puisque la petite discordance qui existe entre
elles devait échapper nécessairement a ses observations.

La plz@pdrt des cristaux présentent peu de différence entre
les plans des sections circulaires de la surface d'élasticité
et de Uellipsoide construit sur les mémes azxes.

Les deux sections circulaires de la surface d’élasticité sont
’ e . ’ . 1
également inclinées sur le plan des xy, qui passe par l'axe
' 2.
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moyen, et iatangente de cette inclinaison est, comme nous

I'avons vu, \/‘Z__[c’— : latangente de I'angle que les deux sec-

tions circulaires de l'ellipsoide font avec le méme plan est

4 y» € a*—b*? . .
égalea - \/1;1—(9' On voit par ces formules, que lorsque la
double réfraction n’a pas une tres-grande énergie, c'est-a-
. . c .
dire, lorsque c differe peu de a, - étant presque égai a
lunite, les plans des sections circulaires des deux surfaces
. [+

se confondent sensiblement: pour la topaze, le rapport -

est 0,9939; ce méme rapport est égal a 0,9725, d’apres les
observations de M. Biot,dans la chaux sulfatée anhydre, 'un
des cristaux 4 deux axes dont la double réfraction est la plus
énergique (1). '

Observations sur la marche des ondes et des rayons lumi-
neux dans la direction des axes optiques.

C’est aux sections circulaires de la surface d’élasticité

{1) D'aprés les observations de M. Biot, I'angle des deux axes optiques
est dans la topaze limpide de G3°.14’.2"
dre de 44°.41'.22"; ce qui donne 31°.37.1", et 22°.20”.41" pour la

, et dans la chaux sulfatée anhy-

. s e S
valeur de I'angle dont la tangente est représentée par — \/“ ; il re-
a b} __cl
sulte des mémes mesures que l'angle qui a pour tangente \/b’ ~, est
—cC

dans le premier cristal de 31°.46".25", et dans le second de 22°.547.43";
ainsi la différence de direction entre les sectious circulaires de lellipsoide
et de la surface d'élasticit¢ est seulement pour la topaze de g’. 24", et pour

"

la chaux sulfatée anhydre de 34’.2".

Nota. Les secondes marquées duns la valeur des 2ngles donnés par M. Biot et que nous
avons transcrites ici , ne signifient pas qu'on puissc porter jusque-la la précision des mesu-
res; car il est déja difficile de déterminer l'angle des deux axes optiques a2 moins d’un
demi-degré prés.
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quune onde plane doit étre parallele dans Vintérieur du
cristal, pour n'y étre susceptible que d’une seule vitesse de
propagation; et cette condition est satisfaite lorsqu'on pré-
sente perpendiculairement au faisceau lumineux la plaque
de cristal taillée parallelement aux sections circulaires de la
surface d’élasticité; mais il est a remarquer que les rayons
ordinaires et extraordinaires qui en résultent ne suivent pas
la méme direction, et s'écartent un peu les uns et les autres
de la normale & la section circulaire de lellipsoide. Ceci
devient plus facile & comprendre sur la fig. 14, qui repré-
sente l'intersection du plan des x z avec les deux nappes de
la surface de I'onde, et dans laquelle on a exagére lellipti-
cité de l'une d’elles, pour rendre la divergence des rayons
plus sensible. Cette intersection se compose d'un cercle et
d’une ellipse dont les équations sont,

r+r=b, e, ar+cz=ac.

Le plan TS mené parallelement a la section circulaire de
la surface d’élasticité, et distant du céntre A d'une quantité
égale a b, touche & la fois le cercle et lellipse en E et en O,
points de contact de ce plan avec la surface de I'onde; ainsi
les rayons vecteurs AO et AE sont les directions des rayons
ordinaire et extraordinaire qui répondent a l'onde plane
TS parallele a la section circulaire de la-surface d’élasticité,
et ils traversent la plaque ¢s ¢'s' dans le méme intervalle de
temps, quoique en suivant des chemins différents. Le rayon
vecteur AL, mené au point d'intersection de ellipse et du
cercle, et pour lequel les deux valeurs tirées de I'équation
de 'onde deviennent égales, est la direction suivant laquelle
les rayons lumineux ne peuvent affecter qu'une seule vitesse,
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et par conséquent celle de la normale a la section circulaire
de I'ellipsoide, que nous avons nommée axe optique. On
trouve pour les tangentes des angles que ces trois rayons
vecteurs font avec I'axe des 2 :

tang. OAT:‘;—, \/b’_c" tang.LAT_—:S\/Z:_:_Z;;

a®—b? ?

b* — ¢
tang. EAT = \/T’-——_ba .

On voit que ces expressions ne different entre elles que par
a a® .

les facteurs -, —, qui s'approchent beaucoup de 1 dans la
4 c

plupart des cristaux.

Tous les rayons ordinaires ou extraordinaires, paralleles
a LA, parcourent le cristal dans le mémeintervalle de temps
et avec la méme vitesse (1), puisqu’ils suivent d’ailleurs le
méme chemin; mais ils divergent nécessairement en dehors
du cristal, parce que les deux plans tangents menés par le
point L aux deux nappes de la surface de 'onde, font entre
eux un angle sensible : au contraire, les rayons AE et AO,
qui emploient aussi le méme temps & traverser la plaque
ts t's, tout en suivant I'un et l'autre des directions diffe-
rentes, redeviennent paralleles entre eux en dehors du
cristal.

Quand on fait varier l'inclinaison de la face de sortie du

(1) Quelles que soient les directions des faces d’entrée et de sortie,
puisque ces rayons suiventla méme route L A ; tandis que les rayons EA et
OA n’emploient exactement le méme temps & parcourir la plaque cristal-
lisée que lorsque ses faces ¢s et # s/ sont paralléles a 'une des sections
circulaires de la surface d’élasticité.
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milieu réfringent, le rayon EA et celui des deux rayons LA,
qui appartient a la méme nappe EL, se réfractent conformé-
ment a la loi de Descartes, tandis que le rayon OA et l'autre
rayon dirigé suivant LA qui répond a la seconde nappe LO,
sont réfractés extraordinairement. Ceci établit encore une
nouvelle différence entre les caracteres des axes optiques des
cristaux & un axe et a deux axes ; car, dans les premiers,
tous les rayons paralleles a 'axe optique dans l'intérieur du
cristal sont réfractés suivant la loi de Descartes, quelle que
soit la direction et linclinaison de la face de sortie, parce
que ces rayons se trouvant alors paralleles & un des axes
d’élasticité, sont perpendiculaires & la fois aux deux nappes
de la surface de l'onde.

Apres nous étre appesantis sur des distinctions que la
théorie montre clairement, mais qui échappent a la plupart
des observations, et n'ont pu étre mises en évidence par
celles de M. Biot, nous allons considérer un moment les
plans de polarisation d’'une maniere moins rigoureuse, et
adopter la regle qu’il donne pour déterminer leur direction,
sans rien changer & son énoncé , afin de pouvoir nous expli-
quer d'une maniere plus simple et plus claire.

Les rayons nommés ordinaires par MM. Biot et Brewster,
sont ceux dont les wariations de wvitesse ont le moins

d’étendue.

Ainsi que nous I'avons déja remarqué, iln’y a plus de rayon
ordinaire proprement dit dans les cristaux a deux axes,
puisqu’aucun des deux faisceaux ne parcourt le cristal avec
la méme vitesse dans toutes les directions ; mais celui qu'on
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appelle faisceau ordinaire, par analogie avec la dénomination
adoptée pour les cristaux a un axe, est celui dont les varia-
tions de vitesse sont les moins sensibles : or il est aisé de voir
que c’est celui dont le plan de polarisation divise en deux
parties égales l'angle diedre aigu compris entre les plans
menés par la direction des rayons lumineux et les deux axes
optiques; tandis que le plan de polarisation du faisceau qui
éprouve les plus grandes variations de vitesse, divise en deux
parties égales I'angle diedre obtus, supplément du premier.
En effet, quelle que soit la direction du premier faisceau,
son plan de polarisation passant en dedans de l'angle aigu
QAP (fig. 15) des deux axes optiques, sa trace sur le plan
de la figure est comprise dans l'intérieur de cet angle, et
par conséquent la projection du diametre de l'ellipsoide per-
pendiculaire au plan de polarisation, qui est normale a la
trace de ce plan, se trouve comprise nécessairement dans
Iangle aigu MAN ou M’A’N' des deux sections circulaires,
puisqu’elles sont normales aux axes optiques PP’ et QQ’;
donc ce diametre ne peut rencontrer la surface de lellip-
soide en dehors des deux parties dont les projections ont
pour limites MB'N'A et MBN A; mais si du point A comme
centre, et d'un rayon égal a celui des sections circulaires,
on décrit une sphere, sa surface passera par-dessous celle
de l'ellipsoide dans ces deux parties. Ainsi aucun des dia-
metres de Vellipsoide projeté dans l'espace angulaire MAN,
M’ A’N', ne sera plus petit que le diametre MM’ des sections
circulaires, qui est €gal a I'axe moyen de Tellipsoide ; la
longueur des rayons vecteurs répondant a cette partie de la
surface a donc pour limites d'une part le demi-grand-axe,
et de l'autlre le demi-axe moyen. On démontrerait de méme
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que la longueur des rayons vecteurs qui donnent la mesure
des vitesses du second faisceau lumineux, est comprise entre
le demi-axe moyen et le demi-petit-axe. Or, dans le cas
représenté par la figure 15, ou le petit axe d’élasticité par-
tage l'angle aigu des deux axes optiques et le grand axe
Iangle obtus, il y a plus de différence entre le petit axe et
'axe moyen qu'entre celui-ci et le grand axe, comme on le

voit par l'expression 2\/ ‘bi:—:—’::— de la tangente de I'angle que
les plans des sections circulaires font avec le grand axe;
car cet angle étant moindre que 45° par hypothése, on a
c(@'—b) <a’(b>—c’) ,ou 4 peu prés,a—b < b—c, ensup-
primant les facteurs c¢(a + b) et a(b +c), comme sensible-
ment égaux.

Les raisonnements que nous venons de faire pour l'ellip-
soide pourraient s’appliquer aussi bien 4 la surface d’élasti-
cité, qui donne, par les axes de ses sections diamétrales, les
véritables directions des vibrations lumineuses, et en con-
séquence celles de leurs plans de polarisation, perpendi-
culaires a ces vibrations. Seulement, les vitesses que I'on
considérerait alors ne seraient plus celles des rayons lumi-
neux , mais celles des ondes mesurées sur la normale a leur
surface; et les deux plans formant les angles diedres aigu et
obtus que les plans de polarisation divisent chacun en deux
parties égales, au lieu de passer par le rayon lumineux et
les axes optiques proprement dits, seraient menés suivant
la normale 4 l'onde et les normales aux deux sections circu-
laires de la surface d’élasticité. La tangente de I'inclinaison
a*—b*
e’

de ces sections sur le demi-grand-axe a est égale & \/
1824. ' 22
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expression plus petite que 1 quand a*—54* < 6> —c’, et plus
grande quand a*—5* > b’ —c¢*, ou, ce qui revient & peu
pres au méme, lorsque a—& > b—c : dans ce second cas,
l'angle des deux sections circulaires ou de leurs normales
qui contient le petit axe c est donc obtus, tandis qu'il est
aigu dans le premier cas.

Ainsi les ondes, dont les plans de polarisation sont com-
pris dans I'angle aigu des deux plans menés suivant la nor-
male a l'onde et les normales aux plans des sections circu-
laires, sont celles dont les vitesses de propagation varient
entre les limites les plus rapprochées, tandis que les vitesses
des ondes dont les plans de polarisation passent dans I'angle
diedre obtus éprouvent des variations plus €tendues. Il est
donc naturel d’appeler les rayons correspondant aux pre-
miers rayons ordinaires, et ceux des autres ondes rayons
extraordinaires, comme I'ont fait M. Biot et M. Brewster.

Cas particulier ot l'on n’auract pas plus de raisons de don-
ner le nom de rayon ordinaire a Uun des deux faisceanx
qu’a Uautre.

On congoit un cas ou les deux faisceaux éprouvant des
variations de vitesse également étendues, on n'aurait plus
aucune raison pour donner le nom de faisceau ordinaire plu-
tot a I'un qu'a lautre; cela aurait lieu si les deux axes op-
tiques étaient perpendiculaires entre eux, parce qu'alors on

. C a*—b? . 2 2 2\ 2 2 2y .
aurait Z\/b'—._'z—: 1,o0u, c’(a’—b*)=a*(b’—c*); ce
qui suppose que a—>b est a tres-peu pres égal a b—c, puis-

qu’on peut supprimer les facteurs c*(a + b) et a*(b—c) sans
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altérer sensiblement I'équation, tant que a ne differe pas
beaucoup de ¢, c'est-a-dire, tant que la double réfraction
n’a pas une tres-grande énergie.

Quand on a Uangle des deux axes optiques, il suffit de
connaitre deux des trois- constantes a, b, ¢, pour déter-
miner la troisieme.

Il suffit de connaitre a et ¢, c'est-a-dire la. plus grande
et la plus petite vitesse de la lumiere dans le cristal, avec
angle des deux axes optiques, pour déterminer l'autre de-
mi-axe &, puisque la tangente de la- moitié de cet angle est

. C a*—6b° . : . .,
égale & ~ \/ @’—%" . fonction connue des trois quantités

b —c?
a, b, et c. Cest en suivant cette marche que j'avais calculé,
d’apres les éléments de-la double réfraction de la® topaze
donnés par M. Biot, les variations de vitesse~que le faisceau
ordinaire’ devait y subir, avant d’avoir cherché a les consta-
ter par l'expérience, et je les ai trouvées telles & peu pres
que le calcul -me les avait données. La théorie m'indiquait
aussi dans quel sens le faisceau ordinaire avait les vitesses
les plus différentes. Pour la topaze, cest le plus petit axe
de la surface d’élasticité ou de l'ellipsoide qui divise en par-
ties égales langle aigu des deux axes optiques, et les deux
limites des vitesses du.rayon ordinaire sont a et & : or le
faisceau ordinaire a la vitesse @ quand il est parallele a I'axe
des y, puisque @ est le plus grand rayon vecteur de la sec-
tion diamétrale perpendiculaire faite dans lellipsoide, et
gue le plan de polarisation correspondant, c'est-a-dire, per-
pendiculaire au rayon vecteur a, est bien celui du faisceau
22.
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ordinaire, comme passant dans l'angle aigu des deux axes
optiques. La vitesse de ce méme faisceau devient égale a &
quand la lumiere traverse le cristal parallelement a l'axe
des x, parce qu'alors le plan diamétral perpendiculaire a
cette direction coupe l'ellipsoide suivant une ellipse dont le
plus grand rayon vecteur est &; dailleurs le plan perpen-
diculaire & & ou le plan de polarisation correspondant ap-
partient a la réfraction ordinaire; car il est encore contenu
dans Yangle aigu formé par les deux plans menés suivant le
rayon lumineux et chacun des axes optiques, angle diedre
qui devient alors égal a zéro, ces deux plans se confondant
avec celui des deux axes optiques. Ainsi la théorie annon-
cait qu'il fallait que le faisceau ordinaire traversat le cris-
tal , tantdt suivant la direction qui divise en parties égales
l'angle obtus des deux axes, et tantdt perpendiculairement
a leur plan, pour éprouver les variations de vitesse les plus
sensibles; aussi est-ce d’aprés cette indication que jai fait la
premiere expérience par laquelle j’ai constaté l'existence de
ces variations,

Je me suis particulierement attaché aussi, dans mes expé-
riences, a m’assurer que la vitesse de propagation des ondes
lumineuses dépend uniquement de la direction de leurs vi-
Lrations ou du plan de polarisation dans le cristal , et que
tant que ce plan ne change pas, la vitesse des rayons reste
constante, quelle que soit d’ailleurs leur direction. La dif-
fraction me donnait des moyens trés-délicats pour aperce-
voir les plus légeres différences de vitesse. A la verité, la
topaze est le seul cristal sur lequel jaie opére jusqu’a pré-
sent; mais J'ai assez varié et multiplié mes observations pour
m'assurer du moins que ce théoreme était rigoureusement
exact dans la topaze, et 'on doit supposer par analogie qu'il
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I'est également. pour tous les autres cristaux:a deux axes.
D’ailleurs, sans en donner une démonstration complete, les
considérations mécaniques que j'ai exposées & ce sujet éta-
blissent en sa faveur de fortes probabilités théoriques.

Reﬂexzons sur les probabilités que présente la tlzeone expo-
sée dans ce. Mémoire.

Le théoréme que j'ai donné,siadmissible par sa simplicité
méme , la définition mécanique des vibrations lumineuses dé-
. duite des lois del'interférence des rayons polarisés, et la sup-
position que les lignes homologues decristallisation sont paral-
leles dans toute I'étendue des milieux réfringents que nous
avons considérés, sont les trois hypotheses, je pourrais dire
les trois principes sur lesquels repose la théorie dela double
réfraction- exposée dans ce Mémoire. Si nous n’avions eu &
calculer qu'un phénomene, tel que celui des interférences,
qui dépend seulement de la nature des vibrations lumi-
neuses, leur définition aurait di suffire a I'explication des
faits. Mais la double réfraction résultant de la constitution
particuliére du milien réfringent, il fallait nécessairement
définir cette constitution, en ne mettant toutefois dans sa
définition que ce qui était nécessaire a I'explication du phé-
nomene.

La théorie que nous avons adoptée, et les c.onstructions si
simples que nous én avons déduites, présentent ce caractere
remarquable que toutes les inconnues sont déterminées en
méme temps par la solution du probléme. On trouve 4 la
fois la vitesse du rayon ordinaire; celle du rayon extraordi-
naire, et leurs plans de polarisation. Les physiciens gui ont
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étudié avec attention les lois de la nature, sentiront que
cette simplicité et ces relations intimes entre les diverses par-
ties du phénomene offrent les plus grandes probabilités en
faveur de la théorie qui les. établit.

Long-temps avant de l'avoir congue, et par la seule mé-
ditation des faits, j'avais senti qu'on: ne pouvait découvrir
la véritable explication dela double réfraction sans expliquer
en méme temps le phénomene de la polarisation, qui l'ac-
compagne constamment :'aussi est-ce apres avoir trouvé
quel mode de vibration constituait la polarisation de la lu-
miere, que jai entreva d’abord les causes mécaniques de la
double réfraction. 11 me semblait encore plus évident que les
vitesses des faisceaux ordinaire et extraordinaire devaient
étre, en quelque ‘sorte, les deux racines d'une méme équa-
tion : je n’ai jamais pu admettre un seul instant I'hypothese
d'apres laquelle ce seraient deux milieux différents, le corps
réfringent et 'éther qu'it renferme, qui transmettraient I'un
les ondes extraordinaires, l'autre les ondes ordinaires ; et
en effet, si ces deux milieux pouvaient transmettre séparé-
ment les ondes lumineuses, on ne voit pas pourquoi les deux
vitesses de propagation seraient rigoureusement égales dans
la plupart des corps réfringents, et pourquoi des prismes de
verre, d’eau, d’alcool, etc., ne diviseraient pas aussi la lu-
miere en deux faisceanx distincts.

Nous avons supposé que cétait le méme milieu vibrant
qui, dans les corps doués de la double réfraction, propa-
geait les ondes ordinaires et extraordinaires, mais sans spe-
cifier si les molécules du corps participaient aux vibrations
lumineuses, ou si celles-ci étaient uniquement propagées par
I'éther contenu dans ce corps; notre théorie peut se conci-
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lier également avec les deux hypetheses. Il est pluseaisé de
comprendre dans de: premier cas, 4 la vérité, comrment I'é-
lasticité d’'nmméme milieu réfringent varie avec-la direction
suivant laquelle s'exécutent les déplacements moléculaires ;
mais 'on congoit. aussi; dans le seconds; que les molécules du
corps doivent influer!sur la dépendince mutuelle des tran-
ches de-T'éther entre! lesguelles elles sont situées, et qu'elles
peuvent étre disposéeés de. telle maniere qu'elles affaiblissent
plus cette dependance mutuellé ,; oy 'élasticité de l'éther,
danis une direction que dans une autre. '

i Le phénomene dei a:dispersion démontre que les.rayons
de diverses couleurs ou les ondes de différentes longueurs
ne -parcourent :pas-lesicorps avec la mémeivitesse, ce qui
provient- sans; doute!:de‘ce que 1'élasticité mise en jeu par
les ondes lumineuses varie-avee lear longueur.” Lorsque la
spheére, d’activité des actions moléculaires est ‘supposée infi-
niment_ petite - relativement. & étendue d’une. ondulation.,
I'analyse démontre que Télasticité qui-propage les-ondes ne
varie: pas avec leur largeut ; mais il n'en est plus'de mére
quand la dépendance mutuelle des molécules 's'étenid -4 une
distance sensjble relativement & la longueur: d'uné:ondula-
tion. Il est facile de démontrer que, dans ce cas, I'élasticité
mise en jeu est un peu moindre pour les ondes étroites-que
pour les ondes plus larges, et qu'en conséquence les pre-
mieres doivent se propager un peu plus lentement que les
secondes, conformément & l'expérience (1). Il en résulte que

(1) La démonstration de cette conséquence de la theOI‘le fait I'objet de
la note II, a la suite du Mémoire. -
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les trois - demi-axes @, &, c, qui représentent les racines
carrées des élasticités mises en jeu-par les vibrations paral-
leles, ou les vitesses de propagation correspondantes, doi-
vent varier un peu pour les ondes de largeurs différentes,
d’apres la théorie comme d’apres I'expérience : or, il est
possible que cette variation n'ait pas lieu suivant le méme
rapport entre les trois axes; alors I'angle que les deux sec-
tions circulaires de I'ellipsoide font entre elles, et partant
I'angle des deux axes optiques, ne seraient plus les mémes
pour les rayons de diverses couleurs, ainsi que M. Brewster
et M. Herschel I'ont remarqué sur la plupart des cristaux a
deux axes. ’

Le phénomene de la dispersion a peut-étre encore d’autres
causes que celle que nous venons d'indiquer ; mais quelles
qu'elles puissent étre, on doit toujours conclure des obser-
vations de ces deux habiles physiciens, que les longueurs
des demi-axes @, &, ¢, ne varient pas suivant le méme rap-
port pour. les ondes de.diverses largeurs, dans les cristaux
ou les axes optiques changent de direction avec la nature
des rayons lumineux; c'est du moins la seule explication
qu'on puisse en donner, d’apres la théorie exposée dans ce
Mémoire.
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